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Vorwort zur ersten Auflage der Vorlesungen iiber neuere 
| Geometrie. 


Bei den bisherigen Bestrebungen, die grundlegenden Teile der Geo- 
metrie in eine Gestalt zu bringen, welche den mit der Zeit verschirften 
Anforderungen entspricht, ist der empirische Ursprung der Geometrie 
nicht mit voller Entschiedenheit zur Geltung gekommen. Wenn man 
die Geometrie als eine Wissenschaft auffaBt, welche, durch gewisse 
Naturbeobachtungen hervorgerufen, aus den unmittelbar beobachteten 
Gesetzen einfacher Erscheinungen ohne jede Zutat und auf rein deduk- 
tivem Wege die Gesetze komplizierterer Erscheinungen zu gewinnen 
sucht, so ist man freilich gendétigt, manche iiberlieferte Vorstellung 
auszuscheiden oder ihr eine andere als die iibliche Bedeutung beizu- 
legen; dadurch wird aber das von der Geometrie zu verarbeitende 
Material auf seinen wahren Umfang zuriickgefiihrt und einer Reihe 
von Kontroversen der Boden genommen. 

Diese Auffassung suchen die folgenden Blatter in aller Strenge durch- 
zufiihren. Mag man immerhin mit der Geometrie noch mancherlei 
Spekulationen verbinden; die erfolgreiche Anwendung, welche die Geo- 
metrie fortwahrend in den Naturwissenschaften und im praktischen 
Leben erfahrt, beruht jedenfalls nur darauf, da die geometrischen 
Begriffe urspriinglich genau den empirischen Objekten entsprachen, 
wenn sie auch allmahlich mit einem Netz von kiinstlichen Begriffen 
tibersponnen wurden, um die theoretische Entwicklung zu fordern; 
und indem man sich von vornherein auf den empirischen Kern be- 
schrankt, bleibt der Geometrie der Charakter der Naturwissenschaft 
erhalten, vor deren anderen Teilen jene sich dadurch auszeichnet, dab 
sie nur eine sehr geringe Anzahl von Begriffen und Gesetzen unmittel- 
bar aus der Erfahrung zu entnehmen braucht. 

Die Arbeit befaBt sich im wesentlichen nur mit den projektiven 
Eigenschaften der Figuren und geht nicht weiter, als nétig erschien, 
um etwas Abgerundetes zu geben. Sie beginnt mit der Aufzahlung 
der erforderlichen Grundbegriffe und Grundsatze und schlieBt mit der 
Einfiihrung der Koordinaten und der Koordinatenrechnung fiir Punkte 
und Ebenen; eine wesentliche Folge der oben entwickelten Auffassung 
ist es, daB der Begriff des Punktes erst in seiner letzten Gestalt die 
Merkmale erhalt, welche man sonst von vornherein mit dem sogenann- 
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ten ,,mathematischen Punkte‘‘ zu verbinden pflegt. Perspektivitat, 
Kollineation und Reziprozitat werden in Betracht gezogen, imaginare 
Elemente und krumme Gebilde bleiben jedoch ausgeschlossen. DaB 
die projektive Geometrie unabhangig von der Parallelentheorie besteht 
und sich ohne deren Zuziehung begriinden laBt, hat zuerst Herr F. Klein 
bemerkt und mehrfach erértert. Vollstandig aber konnte ich die MaB- 
begriffe nicht vermeiden, ohne den eingenommenen Standpunkt zu 
beeintrachtigen, und muBte deshalb die Lehre von der Kongruenz 
hineinziehen, welche bei dieser Gelegenheit bis zur Aufstellung des 
Polarsystems, worin jeder Ebene der Durchschnittspunkt ihrer Senk- 
rechten entspricht, fortgefiihrt wird. 

SchlieBlich sei bemerkt, daB die vorliegende Schrift aus akademi- 
schen Vorlesungen hervorgegangen ist, welche zuerst im Wintersemester 
1873/74 gehalten wurden. 


GieBen, im Marz 188 M. Pasch. 


Vorwort zur zweiten Auflage der Vorlesungen uber neuere 
Geometrie. 


Das Werk, das ich im Jahre 1873 in Angriff genommen und 1882 
im Verlag von B. G. Teubner ver6éffentlicht habe, ist seit einigen Jahren 
vergriffen. Eine neue Auflage, die wiinnchenswert schien, ist jetzt durch 
die Bereitwilligkeit der Verlagsbuchhandlung Julius Springer zustande 
gekommen. 

Eine der ersten Aufgaben, die ich seinerzeit in dem Buche zu lésen 
hatte, war die: Die Einfiithrung uneigentlicher Punkte, Geraden und 
Ebenen rein geometrisch zu begriinden. Die Betrachtungen, die ich 
zu dem Zweck anstellte, waren recht verwickelt; ich konnte sie hinter- 
her erheblich vereinfachen, indem ich einen sinnreichen Gedanken 
von Reyes y Prosper (1888) benutzte. Als eine spanische Uber- 
setzung meines Buches veranstaltet wurde (Lecciones de Geometria 
moderna, Madrid 1913), konnte ich darin die erwahnten Vereinfachun- 
gen anbringen und damit gewisse Erginzungen verbinden. Mittels 
der so entstandenen Zusadtze wurde eine ,,zweite Ausgabe‘‘ meines 
Buches (B. G.Teubner 1912) hergestellt, indem die Zusdtze an das 
alte Buch angeheftet wurden. Den Inhalt dieser Zusatze mit dem alten 
Text zu verschmelzen, war eine Hauptaufgabe fiir die zweite Auflage 
des Werkes, dessen Studium dadurch erleichtert wird. Das Werk jedoch 
in dem Sinn neu zu bearbeiten, wie es bei Neuauflagen, zumal nach 
so langer Zeit, meist geschieht, konnte nicht in meiner Absicht liegen; 
es hatte sonst eine neues Buch werden miissen, das das alte nicht 
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ersetzt. Ich habe nur an gewissen Stellen geebnet und abgerundet, andere 
Stellen mehr ausgearbeitet, so besonders am Schlu8 die Einfiihrung 
des mathematischen Punktes durch Zuziehung des Begriffs von Zahlen 
erster, zweiter und dritter Stufe. 

Meine Darstellung war getragen von dem Bestreben, meine Ansicht 
vom Wesen des mathematischen Beweises bis zuriick in die ersten 
Anfange der Geometrie zur Geltung zu bringen. In einem gleichzeitig 
erschienenen Werke (Einleitung in die Differential- und Integralrech- 
nung, 1882) versuchte ich, mit derselben Strenge die Infinitesimal- 
rechnung zu begriinden, ohne jedoch auf diesem Gebiete auf die ersten 
Anfange zuriickzugehen. Die Ubertragung der an der Geometrie ge- 
wonnenen Einsichten auf die Zahlenlehre in ihren Anfangen bot in 
der Tat neue erhebliche Schwierigkeiten, der Angriffspunkt lag sehr 
versteckt, die Durchmusterung des Stoffes fiihrte aber mit Notwen- 
digkeit zu ihm hin. Von dem erkannten Angriffspunkte aus konnte ich 
endlich eine folgerichtige Darstellung der Analysis versuchen und bald 
weitere Ausfiihrungen folgen lassen (Grundlagen der Analysis, 1909; 
Veranderliche und Funktion, 1914). 

Als ich diese Arbeiten begann, war die von Kronecker aufgestellte 
,Forderung der Entscheidbarkeit’‘ mir zwar bekannt, aber ihre Be- 
rechtigung hatte ich nicht eingesehen und mich ihr daher nicht ange- 
schlossen. Indem mich aber die fortschreitende Untersuchung immer 
mehr notigte, die Gedankengange zu zergliedern, wurde ich zur ernsten 
Priifung jener Forderung gefithrt und kam schlieBlich zu der Erkennt- 
nis, daB diese Forderung bei genauem Zusehen schon unabweisbar 
auftritt, wenn man den ersten Grund zu einem axiomatischen Aufbau 
der Mathematik legen will!). Wenn bei solchen Untersuchungen viel- 
fach irgendein Bestand von mathematischen Begriffen und Satzen, 
wie die auf die natiirlichen Zahlen beziiglichen, als etwas Fertiges hin- 
gestellt wird, so habe ich im Gegenteil die Auffassung durchgefiihrt, 
daB ohne eine erschépfende Zergliederung auch solcher Bestande 
ein Urteil iiber die Begriindung der Mathematik nicht gewonnen werden 
kann”). 

Es ware verfehlt gewesen, diese Gedanken bei Gelegenheit der 
Neuauflage in die Geometrie hineintragen zu wollen, vielmehr konnte 
ich den in dem Buche vertretenen Standpunkt nur beibehalten. Wenn 
nach alledem der Leser fast um ein halbes Jahrhundert zurtickversetzt 
wird, so kann er wenigstens fiir das Gebiet der Geometrie sich dar- 
iiber zu unterrichten wiinschen, welchen Platz das Buch seinerzeit 
in der Grundlegung der Geometrie eingenommen hat, und wohin die 


1) Siehe Jahresber. d. Dt. Mathematiker-Vereinigung, Bd. 27 (1918) S. 228ff 
2) Siehe Arch. d. Mathem. u. Physik, Bad. 28 (1919), S.17ff.; Mathem. Z. 
Bd. 11 (1921), S.124ff.; Bd. 20 (1924), S. 231 ff.; Bd. 25 (1926), S. 166ff. 
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rastlose Arbeit zahlreicher Mathematiker an der Begriindung der Geo- 
metrie gefiihrt hat. Mit Dankbarkeit und Freude verzeichne ich daher 
die Bereitwilligkeit, mit der Herr Dehn es ttbernommen hat, eine Dar- 
stellung der gedachten Art als ,,Anhang“ fiir die Neuauflage meines 
Buches zu verfassen. 


GieBen, im Juni 1926. M. Pasch. 


Vorwort zum Anhang. 


Herausgeber und Verleger haben gewiinscht, daB der neuen Auflage 
der ,,Vorlesungen iiber neuere Geometrie‘‘ ein kurzer Uberblick iiber 
die Forschungen auf dem Gebiete der Grundlagen der Geometrie, 
insbesondere tiber die neueren Ergebnisse hinzugefiigt werde. Nach- 
dem Herr Pasch diesem Wunsche freundlichst seine Zustimmung 
gegeben hatte, habe ich gern die Ausfiihrung iibernommen. 

Der Anhang entspricht etwa einer zweistiindigen Semestervorlesung, 
in welcher der Dozent iiber alle ihm wichtig erscheinenden Fragen 
berichtet, die wichtigsten Probleme ausfiihrlich behandelt, vor allem 
aber zu selbstandigen Arbeiten und zur Lektiire der klassischen Werke 
Anregung gibt. 


Frankfurt a.M., im August 1926. 
M. Dehn. 
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Einleitung. 


Die neuere Geometrie bildet, ihrer Entstehung nach, einen Gegen- 
satz nicht so sehr zur Geometrie der Alten, wie zur analytischen Geome- 
trie. Von der Geometrie der Alten, wie sie von Euklid zusammengefaBt, 
nachher stetig erweitert und vielfach umgestaltet, aber in ihrem Charak- 
ter nicht wesentlich verandert worden ist, gibt ein Teil die zum Studium 
der analytischen Geometrie erforderlichen Vorkenntnisse; man kann 
diesen Teil die Elemente nennen und jene Geometrie tiberhaupt die 
elementare wegen der gleichformigen Einfachheit ihres Verfahrens. Die 
analytische Geometrie ist dem Stoffe nach eine Fortsetzung, der Me- 
thode nach ein Gegensatz zu den Elementen. In diesen tritt die Zahl 
nur auf, soweit die Natur des Problems sie bedingt, das Beweismittel 
ist sonst nur Konstruktion. Jene dagegen nimmt die Zahlenlehre, die 
Analysis, tiberall zu Hilfe, indem sie gerade danach strebt, jede geome- 
trische Aufgabe auf eine Rechnung zuriickzufiihren; die Konstruktion 
wird dabei freilich nicht ganzlich ausgeschlossen. 

Da8 zur Lésung der héheren Probleme, soweit es sich nicht geradezu 
um die Auffindung von Zahlenwerten handelt, die analytische Geometrie 
nicht die einzige fruchtbare Methode ist, ward bewiesen durch die 
Weiterentwicklung der reinen Geometrie. Vorbereitet zum Teil durch 
die reichlich flieBenden Resultate der Rechnung, wurden Gesichtspunkte 
entdeckt, die médglichst ohne Rechnung gestatteten, verwickelte 
Beziehungen nicht minder leicht, als es auf dem andern Wege gelungen 
war oder gelingen konnte, zu beherrschen. Diese Schdpfung, die 
ihre Hilfsmittel unmittelbar aus der Natur des Gegenstandes entnahm, 
wurde von der elementaren und von der analytischen Geometrie als 
reine, héhere, synthetische, auch neuere synthetische oder neuere unter- 
schieden, 

Auch die neuere Geometrie stiitzt sich auf die elementare. Aber 
obwohl man beide dem Verfahren nach als reine Geometrie bezeichnen 
kann, so wird man dennoch, wenn der Ubergang von den Elementen 
vermittelt ist, durch die Verschiedenheit des Geprages itberrascht. In 
der elementaren Geometrie sind die Begriffe médglichst eng begrenzt, 
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in der neueren sind sie weit und umfassend. In jener erfordern die ver- 
schiedenen Faille der in einem Lehrsatz behandelten Figur in der 
Regel ebenso viele Unterscheidungen beim Beweis, in dieser werden alle 
Falle durch einen einzigen Beweis umspannt. Die analytische Geometrie 
hat von der synthetischen gelernt. Sie hat die neuen Gesichtspunkte 
sich zu eigen gemacht und verarbeitet, und bei weiterer Verschmelzung 
wird vielleicht eine hdhere Geometrie mit einheitlichem Charakter ent- 
stehen. Die niedere Geometrie dagegen, wie sie iiberliefert zu werden 
pflegt, ist von der modernen noch wenig beeinfluBt. Sollte es nun in 
der Sache selbst begriindet sein, daB die elementaren Fragen auf schwer- 
falligem Wege, die hdheren in durchsichtiger und verhaltnismaBig ein- 
facher Weise behandelt werden? Der Versuch hat dariiber Aufschlu8 
gegeben und zugunsten der neueren Geometrie entschieden. Die er- 
weiterten Begriffe sind auch in den Elementen verwendbar, und wenn 
man sie an der rechten Stelle einfiithrt, nadmlich iiberall da, wo zuerst 
ihr Versténdnis moéglich ist, dann tritt auch frither schon ihr Nutzen 
zutage. 

Die hiermit vorgezeichnete Aufgabe ist nicht neu, aber ihre strenge 
Durchftthrung steht in engstem Zusammenhang mit einer andern Auf- 
gabe, die noch weit weniger neu ist. Nicht bloB Schwerfalligkeit 
wird der elementaren Geometrie zum Vorwurf gemacht, sondern auch 
die Unvollkommenheit oder Unklarheit, welche den Begriffen und Be- 
weisen in ausgedehntem MaBe noch anhaften. Die Hebung der erkannten 
Mangel ist unablassig erstrebt worden, auf die mannigfachste Art, und 
wenn man die Ergebnisse priift, sokann man sich wohl die Meinung bilden, 
daB das Streben an sich ein aussichtsloses sei. Tatsachlich trifft dies 
nicht zu; richtig und in vollem Umfange erfaBt, erscheint die Aufgabe 
nicht unldsbar. Sie ist allerdings durch Umstande, die spater+) zur 
Sprache kommen sollen, erschwert. Aber gerade in dieser Hinsicht er- 
weist der Gedanke einer riickwirkenden Verwertung der modernen An- 
schauungen seine Tragweite. Das ernste Bemiihen, nach scharf aus- 
gepragtem Muster eine Umgestaltung vorzunehmen und der Entwicke- 
lung einen durchaus reinen Charakter zu geben, macht den Blick gegen 
die st6renden Bestandteile empfindlich und ruft die zu ihrer Ausschei- 
dung notwendige Entschiedenheit hervor. Als ein solches Muster be- 
wahrt sich die moderne Geometrie. Sie geleitet uns bis an die ersten 
Anfange der Geometrie zuriick, sie scharft das Gefihl fiir alles, was 
die Reinheit der Entwickelung unterbricht, und lehrt uns jene Bei- 
mischungen, die Quellen der beklagten Unklarheit, entfernen. 

Eine Darstellung der Geometrie in diesem Sinne darf natiirlich 
keinerlei Kenntnisse voraussetzen, die erst in der Geometrie er- 
worben zu werden pflegen, sondern nur diejenigen, die jedermann 


*) In §°6) and! §)1.2: 


§ 1. Von der geraden Linie. 3 


zu ihrem Studium mitbringen mu8. Es erfordert besondere Mithe und 
Wachsamkeit, sich beharrlich Dinge hinwegzudenken, mit denen man 
vertraut ist, und auf einen Standpunkt zuriickzugehen, von dem man 
sich weit entfernt hat. Diese Miihe ist aber bei der Priifung der folgenden 
Darstellung unerlaBlich, wenn ihr Zweck erreicht werden soll. 


Die geometrischen Begriffe bilden eine besondere Gruppe innerhalb 
der Begriffe, die iberhaupt zur Beschreibung der AuBenwelt dienen; sie 
beziehen sich auf Gestalt, MaB und gegenseitige Lage der Kérper. 
Zwischen den geometrischen Begriffen ergeben sich unter Zuziehung 
von Zahlbegriffen Zusammenhange, die durch Beobachtung erkannt 
werden. Damit ist der Standpunkt angegeben, den wir im folgenden 
festzuhalten beabsichtigen, wonach wir in der Geometrie einen Teil der 
Naturwissenschaft erblicken. 

An einem Korper, den man ,,wiirfelférmig“ nennt, lassen sich Seiten- 
flachen, Kanten, Ecken unterscheiden und in gegenseitige Beziehung 
setzen. Dagegen bleibt die ,,Entfernung“ zweier Kérper ungeniigend 
bestimmt, solange man an einem von ihnen Teile unterscheiden 
kann, ohne die Grenze zu verlassen, die durch die Mittel oder durch 
die Zwecke der Beobachtung gezogen werden. Diese Grenzen andern 
sich von Fall zu Fall; derselbe Korper, der bei der einen Gelegenheit 
nur als Ganzes aufgefaBt werden darf, erscheint bei einer andern 
hierzu ungeeignet; es treten dann seine Teile als Glieder eines Systems 
auf, welches in geometrischer Hinsicht untersucht wird. Allemal aber 
werden die Korper, deren Teilung sich mit den Beobachtungsgrenzen 
nicht vertragt, Punkte genannt. 

Ahnlich verhalt es sich mit der begrenzten (einfachen) Linie, auf 
der es unmoglich sein mu, unter Innehaltung der der Beobachtung 
gesteckten Grenzen verschiedene Wege zwischen denselben Punkten 
zuriickzulegen ; je zwei Teile stoBen héchstens in einem Punkte anein- 
ander. Die geschlossene (einfache) Linie setzt sich aus zwei begrenzten 
Linien zusammen. Teile einer Fldche diirfen nur in Punkten oder Linien 
aneinanderstoBen. Die Anwendung dieser Begriffe bleibt mit einer ge- 
wissen Unsicherheit verbunden, wie dies bei fast allen Begriffen, die 
wir zur Auffassung der Erscheinungen geschaffen haben, der Fall ist*). 


$1. Von der geraden Linie. 


Wir werden uns zunachst mit der geraden Linie beschaftigen. Man 
sagt: durch zwei Punkte kann man eine gerade Linie ziehen. Die Linie 
kann aber verschieden begrenzt werden; die Unbestimmtheit der Be- 


1) Die hier beriihrten Fragen sind eingehend besprochen in der Schrift: Die 
Begriffswelt des Mathematikers in der Vorhalle der Geometrie. Leipzig: Felix 
Meiner 1922. 

1* 
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grenzung hat dahin gefiihrt, daB von der geraden Linie gesagt wird, 
sie sei nicht begrenzt, sie mtisse unbegrenzt, in unendlicher Ausdehnung 
, vorgestellt werden‘. Diese Forderung entspricht keinem wahrnehm- 
baren Gegenstand; vielmehr wird unmittelbar aus den Wahrnehmungen 
nur die wohlbegrenzte gerade Linie, der gerade Weg zwischen zwel 
Punkten, die gerade Strecke aufgefaBt. Den letzten Ausdruck wollen 
wir festhalten und sprechen 

1. von einer zwischen zwei Punkten gezogenen geraden Strecke, 

2. von Punkten, die innerhalb einer geraden Strecke liegen. 

Alle Wendungen, die im gegenwartigen Paragraphen vorkommen, 
lassen sich auf die beiden angegebenen zuriickfiihren. Wir werden meist 
»Strecke statt ,,gerade Strecke“ sagen diirfen. Ist eine Strecke zwi- 
schen den Punkten A und B (oder B und A) gezogen, so wird auch 
gesagt: die Strecke verbindet A mit B, sie geht von A nach B, sie hat 
die Endpunkte A und B, sie ist durch die Punkte A und B begrenzt. 
Wenn ein Punkt C ,,Punkt einer Strecke“‘ genannt oder behauptet wird, 
C gehort der Strecke an, die Strecke geht durch C, so ist gemeint, daB 
C entweder innerhalb der Strecke gelegen (innerer Punkt) oder ein 
Endpunkt (auBerster Punkt) ist. Ein Punkt, von dem dies nicht gilt, 
liegt ,,auBerhalb der Strecke“. 

Die folgende Betrachtung soll uns mit den Eigenschaften bekannt 
machen, die an den geraden Strecken und ihren Punkten bemerkt werden. 
Wir sprechen sie in Form von einzelnen Satzen aus. Die Satze werden 
aber in verschiedener Weise eingefiihrt. Die meisten von ihnen werden 
bewiesen, d.h. es wird gezeigt, wie ihr Inhalt bedingt ist durch andere 
Satze; die bei einem Beweise zu benutzenden Satze miissen vor dem 
Beginn des Beweises vorgekommen sein, Ein verhaltnismaBig kleiner 
Teil aller Satze mu8B ohne Beweis bleiben. Man stellt nun die Satze, 
die bewiesen werden, als Lehrsdtze (Theoreme) den anderen gegeniiber, die 
ich als Kernsdtze bezeichne!). Die Lehrsatze werden aus den Kernsatzen 
gefolgert, derart, daB alles, was zu den Beweisen der Lehrsdtze gebraucht 
wird, ohne Ausnahme sich in den Kernsdtzen niedergelegt finden muf. 

Die allereinfachsten Beobachtungen iiber die geraden Strecken und 
ihre Punkte liefern eine Reihe von Beziehungen; ein Teil davon bildet 
den Inhalt der im gegenwartigen Paragraphen aufzufiihrendenKernsatze?). 
Wie auch die Punkte 4 und B angenommen werden (in den am Ende 
dieses Paragraphen naher zu erérternden Grenzen), immer kann man 
A mit B durch eine gerade Strecke verbinden; aber man kann dies nicht 
auf mehrere Arten ausfithren. Innerhalb der Strecke kann ein Punkt C 
e e e angenommen werden. Man kann von A nach C 
A C B eine gerade Strecke ziehen; diese geht nicht 


1) Statt ,,Grundsatz und ,,Grundbegriff“ sage ich Keynsatz und Kernbegrift 
gema8 der Bemerkung im Arch.d. Mathem. u. Physik Bd. 24, S. 276. 1916. 
*) Man beachte die Bemerkung iiber starre Verbindung im Eingang von § 13. 
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durch B; aber mit allen ihren Punkten fallt sie in die vorige Strecke. 

Wenn man also A mit C und C mit B verbindet, so begegnet man 

keinem Punkte, der nicht schon in der ersten Strecke anzutreffen war; 

aber die Punkte der ersten Strecke werden auch ihrerseits durch jene 
beiden Strecken erschépft. Die Kernsaitze I.—V. geben diese Bemer- 
kungen wieder. 

I. Kernsatz. — Zwischen zwei Punkten kann man stets eine gerade 
Strecke ziehen, und zwar nur eine. 

Diese Punkte — nur sie — sind Endpunkte der Strecke. Die An- 
gabe der Endpunkte reicht zur Bezeichnung der Strecke aus. Die Strecke 
mit den Endpunkten A und B wird mit AB oder BA bezeichnet; sie 
kann auch mit einem einfachen Namen belegt werden, etwa: Strecke s. 

II. Kernsatz. — Man kann stets einen Punkt angeben, der inner- 
halb einer gegebenen geraden Strecke liegt. 

III. Kernsatz. — Liegt der Punkt C innerhalb der Strecke A B, so 
liegt der Punkt A auBerhalb der Strecke BC. 

Ebenso liegt der Punkt B auBerhalb der Strecke AC. 

IV. Kernsatz. — Liegt der Punkt C innerhalb der Strecke A B, 
so sind alle Punkte der Strecke AC zugleich Punkte der Strecke A B. 

Oder: Liegt der Punkt C innerhalb der Strecke AB, der Punkt D 
innerhalb der Strecke AC oder BC, so liegt D auch innerhalb der 
ereckes A Bi 

V. Kernsatz, — Liegt der Punkt C innerhalb der Strecke AB, so 
kann ein Punkt, der keiner der Strecken AC und BC angehort, nicht 
zur Strecke AB gehoren. 

Oder: Liegen die Punkte C und D innerhalb der Strecke AB, der 
Punkt D auBerhalb der Strecke AC, so liegt der Punkt D innerhalb 
der Strecke BC. 

Wenn wir nun den Punkt C innerhalb der Strecke AB und den 
Punkt D innerhalb der Strecke BC annehmen, so zeigt sich, daB der 
Punkt C innerhalb der Strecke AD liegt. Diese Bemerkung drangt 
sich ebenso unmittelbar auf, wie die vorhergehenden; allein sie laBt 
sich mit ihnen in einen Zusammenhang bringen, dessen Angabe nicht 
unterbleiben darf. So kommt es, da die neue Beziehung nicht als 
Kernsatz, sondern als Lehrsatz auftritt. 

1. Lehrsatz. — Liegt der Punkt C innerhalb der Strecke AB, der 
oe e Punkt D innerhalb der Strecke BC, so liegt 
G.~D B der Punkt C innerhalb der Strecke AD. 

Beweis. — Da der Punkt D innerhalb der Strecke BC angenommen 

wird, so liegt C auBerhalb der Strecke BD (III); da C innerhalb der 

Strecke AB, D innerhalb der Strecke BC, so liegt D auch innerhalb 

der Strecke A B (IV); da C und D innerhalb der Strecke AB, C auBer- 

halb der Strecke BD, so liegt C innerhalb der Strecke AD (V). 
Eine Strecke ¢ heiBt ein Teil der Strecke s, wenn s alle Punkte von ¢ 


Ne 
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enthalt, aber nicht bloB diese (Definition 1). Auf dieser Definition be- 
ruht die Fassung des folgenden Lehrsatzes. 

2. Lehrsatz. — Sind C und D Punkte der Strecke A B und minde- 
stens einer von ihnen innerhalb derselben gelegen, so ist die Strecke CD 
ein Teil der Strecke A B. 

Beweis. — Es liege C innerhalb der Strecke AB. Dann gehdrt D 
zu einer der beiden Strecken AC oder BC (V), etwa zu BC; folglich 
liegt C innerhalb der Strecke A D (1), und A ist kein Punkt der Strecke 
CD (III), deren simtliche Punkte zur Strecke AD gehéren (IV) und 
mithin auch zur Strecke AB (IV), d.h. die Strecken CD und AB 
stehen in der durch Def. 1 geforderten Beziehung. 

Der erste Kernsatz ist schon bei der Formulierung der tibrigen be- 
nutzt worden; denn ohne ihn konnte nicht von ,,der‘‘ Strecke A B, von 
,der’ Strecke BC usw. die Rede sein. Einer so trivialen Aussage, 
wie sie z. B. der dritte Kernsatz enthalt, erst eine besondere Fassung 
zu geben, wird leicht fiir zwecklos gehalten werden. Aber sie ist in den 
vorstehenden Beweisen zur Anwendung gebracht worden, und wir nehmen 
uns vor, von allen Beweisgriinden ohne Unterschted Rechenschaft ab- 
zulegen, auch von den unscheinbarsten}). 

Wenn der Punkt B innerhalb der Strecke AC angenommen wird, 
setzen die Strecken A Bund BC die Strecke AC zusammen, und man 
kann dann sagen: Die Strecke BC ist eine Verlangerung der Strecke A B 
iiber B hinaus, die Strecke AB ist ttber B hinaus bis C verlangert. 
Wie auch die Punkte A und B angenommen werden (in den am Ende 
dieses Paragraphen naher zu erdrternden Grenzen), immer kann man 
die Strecke AB iiber A hinaus und iiber B hinaus verlangern. Ver- 
langert man nun die Strecke A B erst ttber B hinaus bis C, dann wieder 
iiber B hinaus bis D, so entstehen die Strecken AC und A D, von denen 
die eine mit allen ihren Punkten in die andere fallt. Wird die Strecke 
A B erst tiber B hinaus bis C, dann aber iiber A hinaus bis E verlangert 
und C mit E durch eine gerade Strecke verbunden, so fallt die Strecke 
AB mit allen ihren Punkten in die Strecke CE. Wir erhalten somit 
drei weitere Kernsatze. 

VI. Kernsatz. — Sind A und B beliebige Punkte, so kann man den 
Punkt C so wahlen, daB B innerhalb der Strecke AC liegt. 

VII. Kernsatz. — Liegt der Punkt B innerhalb der Strecken AC und 
e ee e AD, so liegt entweder der Punkt C innerhalb 
A BIG D der Strecke AD cder der Punkt D innerhalb 
der*®StreckemA'G: 

VIII. Kernsatz. — Liegt der Punkt B innerhalb der Strecke AC 
ee ® e und der Punkt A innerhalb der Strecke BD, 
DVA B C und sind CD durch eine gerade Strecke ver- 
bunden, so liegt der Punkt A auch innerhalb der Strecke CD. 


Vel. § § 12 SchluB. 


§ 1. Von der geraden Linie. h 


Ebenso liegt dann auch der Punkt B innerhalb der Strecke CD. — 

Drei Punkte, von denen einer innerhalb der durch die beiden andern 
begrenzten geraden Strecke liegt, mégen eine gerade Reihe heiBen (De- 
inition 2). Die Einfithrung des Begriffs einer geraden Reihe A BC 
ware zwecklos, wenn drei beliebig angenommene Punkte immer die in 
der Definition verlangte gegenseitige Lage hatten. Dann ware aber die 
Figur des Dreiecks nicht méglich. Tatsdchlich besteht der folgende 
Kernsatz, der letzte, der im gegenwartigen Paragraphen noch auf- 
zufiihren ist. 

IX. Kernsatz. — Sind zwei Punkte A, B beliebig angegeben, so 
kann man einen dritten Punkt C so wahlen, daB keiner der drei Punkte 
A, B, C innerhalb der Verbindungsstrecke der beiden anderen liegt. 

3. Lehrsatz. — Bilden die Punkte A BC und ABD gerade Reihen, 
so gilt dies auch von den Punkten ACD und BCD. 

Beweis. — Der Voraussetzung zufolge liegt (Def. 2) entweder A 
innerhalb der Strecke BC oder B innerhalb AC oder C innerhalb A B; 
zugleich liegt (Def. 2) entweder A innerhalb BD oder B innerhalb AD 
e ee e oder D innerhalb AB. Liegen C und D inner- 
A Cy D B halb AB, so liegt (V) entweder D innerhalb 
BC und (1) C innerhalb AD, oder D innerhalb AC und (1) C innerhalb 
BD. Liegt C innerhalb und D auBerhalb AB, so kénnen wir fir die 
Punkte A und B die Bezeichnung derart wahlen, daB die Strecke AD 


e ee e durch B geht; es geht dann (IV) AD auch 
A C8 D durch C und (1) CD durch B. Liegt C auBer- 
halb AB, so bezeichnen wir die Punkte A und B derart, daB die 
° ° 8 e Strecke AC durch B geht. Entweder liegt 
Danis B C jetzt A innerhalb BD, mithin (VIII) A und 
e- ee e B innerhalb CD; oder Binnerhalb A D, mithin 
A isp a8 D (VII) entweder C innerhalb AD und (1) BD, 
oder D innerhalb AC und (1) BC; oder D innerhalb A B, mithin (IV) D 
e e 9 e innerhalb AC und (1) B innerhalb CD. Dem- 
A D B C nach bilden ACD und BCD in allen Fallen 


gerade Reihen (Def. 2). 

Bei der hier in betreff der Punkte A BC gemachten Annahme wird 
der iiber die Punkte A und B fithrende gerade Weg, gehérig ausgedehnt, 
den Punkt C itberschreiten. Man sagt deshalb (Definition 3): C liegt 
in der geraden Linie der Punkte A und B"), kirzer: in der geraden Linie 
AB oder in der Geraden AB (oder BA). Gleichbedeutend ist: Die 
Gerade AB geht durch C, ist durch C gelegt, C ist ein Punkt der 


1) Dies ist eine implizite Definition nach der Erklarung in dem Buche: Grund- 
lagen der Analysis, 1909 (siehe dort im Sachverzeichnis). Die Definitionen 1 und 2 
waren von der gewodhnlichen Art: explizite Definitionen. Austiihrlicheres in der 
Abhandlung: Die Begriindung der Mathematik und die implizite Definition, Ann. 
d. Philosophie, Bd. 2, S. 145—162. 1921. 
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Geraden AB, usw. Die Aussagen: A liegt in der Geraden BC, B liegt 
in der Geraden AC, C liegt in der Geraden AB, haben einerlei Sinn. 

Wie auch die Punkte C und D angenommen werden, immer gibt 
es eine Gerade, die durch sie hindurchgeht; denn nimmt man etwa 
e ee e (I, II) A innerhalb der Strecke CD und (I, 
C Dae D II) B innerhalb der Strecke AC, so sind 
(Def. 2) ABC und (1) ABD gerade Reihen, d.h. (Def. 3) die Gerade 
AB geht durch C und D; ebenso wenn man (VI) A und B so nimmt, 


e oe e daB C innerhalb der Strecke AD und D inner- 
A C.D B halb der Strecke AB (IV). Daher gilt der 
4. Lehrsatz. — Durch zwei beliebige Punkte kann man stets eine 


gerade Linie legen. 

Es sei A’ ein Punkt der Geraden AB (also A ein Punkt der Ge- 
raden A’ B). Wenn C ebenfalls einen Punkt der Geraden A B bedeutet, 
so ist C entweder von A’ verschieden oder nicht. Im ersten Falle sind 
(Def. 3) ABC und ABA’ gerade Reihen, folglich (3) auch BCA’, 
d.h. C in der Geraden A’ B (Def. 3). Trifft man nun die Bestimmung, 
daB auch A und B Punkte der Geraden AB genannt werden, also A’ 
ein Punkt der Geraden A’ B, so gehért auch im zweiten Falle C zur 
Geraden A’ B. (Im ersten Falle ist dann nachtraglich noch die Méglich- 
keit des Zusammenfallens von C mit A oder B zu beriicksichtigen, die 
am Ergebnis nichts andert; A’ jedoch setzen wir von A und B ver- 
schieden voraus.) Hiernach liegen alle Punkte der Geraden A B in der 
Geraden A’B, ebenso alle Punkte der Geraden A’ B in der Geraden A B; 
die Aussage ,,C liegt in der Geraden A B‘ ist mit der Aussage ,,C liegt 
in der Geraden A’ B“ gleichbedeutend. Man sagt daher: Die Geraden 
AB und A’B fallen miteinander zusammen. Nimmt man jetzt zwei 
Punkte A’ und B’ in der Geraden A B beliebig, so fallen die Geraden 
AB und A’B’ miteinander zusammen, und schlieBlich auch die Ge- 
raden AB und CD, wenn beide durch A’ und B’ gelegt sind. Dies 
ist in folgendem Satze ausgesprochen. 

d. Lehrsatz. — Jede Gerade ist durch zwei beliebige von ihren Punkten 
bestimmt, d.h. Gerade, die zwei Punkte gemein haben, fallen mit- 
einander zusammen. 

Eine Gerade kann in den Abbildungen nur durch eine ihrer Strecken 
(das ist eine Strecke, die zwei Punkte der Geraden verbindet, deren 
samtliche Punkte mithin der Geraden angehéren) veranschaulicht werden. 
Gibt man (Abb. 1) der Geraden einen einfachen Namen, etwa g, so kann 
man diesen Buchstaben an beiden Enden der gezeichneten Strecke oder 
irgendwo an der Strecke selbst anbringen. Sind nun A, B Punkte der 
Geraden g, so kann man (IX) einen Punkt D so wahlen, daB A, B, D 
keine gerade Reihe bilden, also die Gerade AB nicht durch D geht, 
mithin die Geraden .g und h, das ist AB und AD, voneinander ver- 
schieden sind. 
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Wenn zwei Geraden g und / einen Punkt A gemein haben, so haben 
sie auBerdem keinen Punkt gemein (5). Man sagt: Die Geraden g und h 
treffen (schneiden) sich im Punkte A; diesen 
nennt man den Durchschnittspunkt der beiden 
Geraden. Man kann ihn auch mit gh bezeichnen. 

Wir kehren zur Betrachtung einer einzelnen 
Geraden g zuriick. Sind A, B, C Punkte dieser 
Geraden, also C in der Geraden A B gelegen (5), 
so bilden (Def. 3) die drei Punkte eine gerade 
Reihe, d.h. (Def. 2) es liegt entweder A inner- 
g e e——e—-g_ halb der Strecke BC, 

A C_.B oder Binnerhalbder- — ayp.1. (u Seite 8.) 

Strecke AC, oder C innerhalb der Strecke A B. 
Liegt etwa C innerhalb der Strecke AB, so sagt man: Der Punkt C 
liegt in der Geraden g zwischen A und B, A und C auf derselben Seite 
von B, B und C auf derselben Seite von A, A und B auf verschiedenen 
Seiten von C._ ,,Zwischenlage“ und ,seite™ sind wieder implizit defi- 
niert. Man kénnte auch, indem man pees A und C einen Punkt A’ 


A! einschiebt, von den Punkten A und C 
g e ee e——-g (und auch von J’) sagen, daB sie in g 
A C B auf der ,,A’-Seite‘ von B liegen, und 


dann zeigen, daB A-Seite und C-Seite von B zusammenfallen, ebenso 
B-Seite und C-Seite von A, nicht aber A-Seite und B-Seite von C. — 
Da im betrachteten Fall A nicht zwischen B und C, B nicht zwischen 
A und C liegt (II), so gelten die beiden folgenden Lehrsatze. 

6. Lehrsatz. — Liegen drei Punkte in einer geraden Linie, so liegt 
einer von ihnen zwischen den beiden andern. — Und: 

7. Lehrsatz. — Liegen die Punkte A, B, C in einer geraden Linie, 
C zwischen A und B, so liegt weder A zwischen B und C, noch B zwi- 
schen) A und.C. 

Wenn wir an die Stelle der urspriinglich eingefiihrten Begriffe die 
neuen setzen: 1. Punkt in einer geraden Linie, 2. Punkt zwischen zwei 
Punkten (in der Geraden), so werden alle Sdtze neugefaBt. Wir gehen 

zuerst die Kernsatze I.—VI. durch und bringen ihren Inhalt, soweit 
er nicht schon in die Lehrsatze 4.—7. iibergegangen ist, durch tole chide 
vier Saétze zum Ausdruck: 


8. Lehrsatz. — Sind in einer Geraden zwei Punkte A und B ge- 
geben, so kann man in ihr stets C so wahlen, da C zwischen A und B 
liegt. 


9. Lehrsatz. — Sind in einer Geraden zwei Punkte A und B gegeben, 
so kann man in ihr stets C so wahlen, da A zwischen B und C liegt. 

10. Lehrsatz. — Liegen die Punkte A, B, C, D in einer Geraden, 
C zwischen A und B, D zwischen A und C, so liegt D auch zwischen 
Avund 3B: 
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11. Lehrsatz. — Liegen die Punkte A, B, C, D in einer Geraden, 
C und D zwischen A und B, aber D nicht zwischen A und C, so liegt 
D zwischen B und C. 

Die beiden letzten Satze lassen sich durch einen einzigen ersetzen, 
der durch Benutzung von 6, 10, 11 zustande kommt. Es seien namlich 
A, B, C, D Punkte einer Geraden, D zwischen A und B gelegen; dann 
liegt (6) entweder C zwischen A und B, so daB der 11. Lehrsatz zur 
Anwendung kommt, oder A zwischen B und C und mithin (10) D zwi- 
schen B und C, oder B zwischen A und C und mithin (10) D zwischen 
Acund Ga. hi 

12. Lehrsatz. — Liegen die Punkte A, B, C, D in einer Geraden, 
D zwischen A und B, so liegt D entweder zwischen A und C oder zwi- 
schen B und C, 

Hierin ist in der Tat der 11. Satz unmittelbar enthalten; der 10. 
ergibt sich aus 7 und 12 folgendermaBen. Es seien A, B, C, D Punkte 
einer Geraden, welche die im 10. Lehrsatze gemachten Voraussetzungen 
erfiillen. Da C zwischen A und B, so ist (12) C zwischen A und D 
oder zwischen B und D; da D zwischen A und C, so ist (12) D zwischen 
A und B oder zwischen B und C. Nun ist (7) C nicht zwischen A und 
D, also C zwischen B und D, mithin (7) D nicht zwischen B und C, 
sondern D zwischen A und B. 

Aus. 7, 10, 11, also auch aus 7, 12, kann man, dem 1. Lehrsatze 
entsprechend, den folgenden beweisen: 

13. Lehrsatz. — Liegen die Punkte A, B, C, D in einer Geraden, 
C zwischen A und B, D zwischen B und C, so liegt C zwischen A und D. 

Dem siebenten Kernsatz entspricht: 

14. Lehrsatz. — Liegen A, B, C, D in gerader Linie, B zwischen 
A und C, zugleich B zwischen A und D, so liegt A nicht zwischen 
Geund sD: 

Diesen Lehrsatz kann man aber aus 7 und 12 herleiten, mit Be- 
nutzung von 13. Lage namlich unter jenen Voraussetzungen A zwischen 
C und D, so lage (13).A zwischen B und D, wahrend doch B zwischen 
A und D liegen soll (7). 

Nach (6) liegt entweder C zwischen A und D und mithin (13) zwischen 
B und D, oder D zwischen A und C und mithin (13) zwischen B und C, 
jedenfalls (7) B nicht zwischen C und D, d.h.: 

15, Lehrsatz. — Liegen A, B, C, D in gerader Linie, B zwischen 
A und C, zugleich B zwischen A und D, so liegt B nicht zwischen 
Cindy: 

Man braucht nur B mit D zu vertauschen, um hierin eine Erganzung 
des 12. Lehrsatzes zu erkennen, nach der die beiden in ihm aus- 
gesprochenen Moéglichkeiten sich gegenseitig ausschlieBen. Diese Er- 
ganzung hat sich aber als eine Folge der Satze 6, 7, 12 erwiesen. 

Dem achten Kernsatz endlich entspricht: 
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16. Lehrsatz, — Liegen A, B, C, D in gerader Linie, A zwischen 
Bund C, B zwischen”A und D, so liegt A zwischen C und D. 

Diesen Lehrsatz kann man auch aus 6, 7, 12 herleiten. Denn lage 
(6) C zwischen A und D, so lage (7 und 11) C zwischen B und D, folg- 
lich B zwischen A und C (13); ware D zwischen A und C, so wire auch 
B zwischen:A und C (10). Beides ist unméglich (7). 

Wahrend zur Bestimmung einer Strecke die beiden Endpunkte er- 
forderlich sind, diirfen zur Bestimmung der Geraden zwei beliebige von 
ihren Punkten benutzt werden. Dieser Umstand hat zur Folge, daB 
fiir den Kernsatz I. die Lehrsatze 4, 5, 6 eintreten, fiir die Kernsatze 
IV, V, VII, VIII dagegen nur der eine Lehrsatz 12; die Kernsatze 
II, III, VI haben bzw. die Lehrsatze 8, 7, 9 geliefert. Aus den 
Satzen 4—9 und 12, oder aus 4—11, kénnen dieselben Folgerungen ge- 
zogen werden, wie aus den Kernsatzen I— VIII. Von Belang sind hier nur 
die beiden folgenden Satze, die davon Gebrauch machen, daB auf jeder Gera- 
den Punkte in beliebiger (endlicher) Anzahl angenommen werden kénnen. 

17. Lehrsatz. — Hat man in einer Geraden eine beliebige Anzahl 
von Punkten, so kann man zwei Punkte herausheben, zwischen denen 
alle uibrigen legen. 

Beweis. — Hebe ich zwei Punkte A, B beliebig heraus, so kann es 
sein, dafB§ diese der Forderung des Lehrsatzes geniigen. Anderenfalls 
sei C einer der tibrigen Punkte, also C nicht zwischen A und B, sondern 
etwa B zwischen A und C (6). Dann befinden sich (10) die zwischen 
A und B gelegenen Punkte auch zwischen A und C, und iberdies der 
Punkt B, vielleicht noch andere von den gegebenen Punkten. Wenn 
ein Teil derselben nicht zwischen A und C liegt, so wird A oder C durch 
einen neuen Punkt ersetzt. Usw. 

18. Lehrsatz. — Hat man in einer Geraden eine beliebige Menge 
von Punkten, so kann man in ihr zwei Punkte so angeben, dafB zwischen 
ihnen alle gegebenen liegen. 

Beweis. — Unter den gegebenen Punkten kann man (17) zwei her- 
ausheben, zwischen denen alle tibrigen liegen, etwa E und Ff. Man 
wahle jetzt (9) in der gegebenen Geraden den Punkt M so, daB E zwi- 
schen / und M liegt, und dann (9) den Punkt N so, daB F zwischen 
M und N liegt. Nach (10) befinden sich alle zwischen EF und F gelege- 
nen Punkte auch zwischen M und F, mithin auch (10) zwischen M 
und N. Dasselbe gilt von E (10) und F, also von allen gegebenen Punkten. 

Die Lehrsatze 4, 5 driicken die Eigentiimlichkeit der geraden Linie 
aus. Die Satze 6—11 dagegen passen auf jede begrenzte (sich selbst 
nirgends schneidende oder beriihrende) Linie. Wenn man innerhalb 
einer solchen drei Punkte A, B, C annimmt, so liegt einer von ihnen 
zwischen den beiden anderen; liegt C zwischen A und B, so liegt A 
nicht zwischen B und C, usw. Es werden also samtliche Satze passen, 
die aus 6—11 allein entspringen. 
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Wenn man dagegen drei Punkte A, B, C auf einer geschlossenen 
(sich selbst nirgends schneidenden oder berithrenden) Linie wahlt, so 
hat es keinen Sinn, zu sagen, etwa da C zwischen A und B liege, 
weil von A nach B auf jener Linie zwei Wege 
fiihren, von denen einer iiber C geht, der an- 
dere nicht. Indes lat sich doch ein ahnlicher 
Begriff erzeugen. Ich nehme in der gegebe- 
nen Linie einen beliebigen Punkt E und be- 
stimme, da nur solche Wege zugelassen wer- 
den, die den Punkt EF ausschlieBen. Dann gibt 
es von A nach B nur noch einen Weg; fuhrt 
£ dieser iiber C, so liegt C zwischen A und B unter 

Abb. 2. Beachtung der getroffenen Bestimmung, und 

ich sage: bei ausgeschlossenem E liegt C zwischen 

A und B (oder B und A). Den Punkt £ will ich dabei als ,,Grenzpunkt* 
bezeichnen, 

Mit dem neuen Begriff kann man ahnliche Betrachtungen anstellen, 
wie mit dem auf die begrenzte Linie beziiglichen, und es gelten wieder 
die Satze 6—11, wenn E eingefiihrt und der Zusatz ,,bei ausgeschlosse- 
nem £“‘ oder ,,fiir den Grenzpunkt £“ iiberall angebracht wird. Der 
neue Begriff bezieht sich auf vier Punkte A, B, C, E in einer geschlosse- 
nen Linie. Er ist anzuwenden, wenn von den Wegen, die von A nach B 
gehen, der eine tiber C fiihrt und nicht zugleich tiber £; dann fihrt 
aber der andere Weg iitber E und nicht zugleich tiber C, d.h. fiir den 
Grenzpunkt C liegt E zwischen A und B. Die Punkte C und E koénnen 
daher ihre Rollen vertauschen, und da man von A nach B nicht gelangen 
kann, ohne einem von ihnen zu begegnen, so sagt man: A und B werden 
durch C und E (oder E und C) getrennt. 

Indem wir jetzt die Satze 6—11 auf die geschlossene Linie iiber- 
tragen, entstehen die nachstehend unter b—f aufgefiihrten Satze, denen 
wir einen nur fiir die geschlossene Linie giiltigen vorausschicken, namlich 

a) Liegt C zwischen A und B bei ausgeschlossenem E, so liegt E 
zwischen A und B bei ausgeschlossenem C, 

Hier, wie in den folgenden Satzen, ist nur von Punkten einer und 
derselben geschlossenen Linie und von ihrer Lage in dieser Linie die Rede. 

b) Bei ausgeschlossenem E liegt entweder A zwischen B und C, 
oder B zwischen A und C, oder C zwischen A und B, und zwar schlieBt 
jede dieser Lagen die beiden andern aus. 

c) Liegt fiir den Grenzpunkt EF der Punkt C zwischen A und B, 
der Punkt D zwischen A und C, so liegt D auch zwischen A und B 
fiir den Grenzpunkt E£. 

d) Liegen fiir den Grenzpunkt E die Punkte C und D zwischen 
A und B, so liegt fiir denselben Grenzpunkt der Punkt D entweder 
zwischen A und C oder zwischen B und C, 


B 
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e) Wenn drei Punkte A, B, E gegeben sind, so kann man C so wah- 
len, daB C zwischen A und B fiir den Grenzpunkt E. 

f) Wenn drei Punkte A, B, E gegeben sind, so kann man D so 
wahlen, daB B zwischen A und D fiir den Grenzpunkt E. 

Jetzt ist aber der letzte Satz von vorhergehenden abhangig; er 
kann aus a, b, e hergeleitet werden. Zuerst namlich zieht man aus 
a und b eine Folgerung. 

g) Werden AB durch CE getrennt, so werden auch CE durch AB 
getrennt. 

Beweis. — Der Voraussetzung zufolge liegt C zwischen A und B 
fir den Grenzpunkt E und (a) E zwischen A und B fiir den Grenz- 
punkt C. Nach (b) werden also BC durch AE nicht getrennt, eben- 
sowenig BE durch AC. Folglich (a) liegt E nicht zwischen B und C, 
C nicht zwischen B und E bei ausgeschlossenem A. Es bleibt daher 
(b) nur die Méglichkeit iibrig, daB B zwischen C und E bei ausgeschlosse- 
nem A, d.h. da8 CE durch BA (oder AB) getrennt werden. — Die 
Beobachtung lehrt in der Tat, daB dies stattfindet, sobald AB durch 
CE getrennt sind; aber die Benutzung der Satze a und b fiihrt zu dem- 
selben Ergebnis. 

Wenn nun LE, B, A gegeben sind, kann ich D so wahlen (e), daB 
D zwischen B und E bei ausgeschlossenem A, d.h. BE durch DA 
getrennt, also DA durch BE (g), d.h. B zwischen A und D bei aus- 
geschlossenem F. 

Aus den Satzen 6, 7, 10, 11 wurden 12—17 gefolgert. Mit den 
Satzen b, c, d kann man entsprechend verfahren; von den Ergebnissen 
sollen nur die beiden angefiihrt werden, die den Nummern 12 und 15 
entsprechen. 

h) Liegt D fiir den Grenzpunkt EF zwischen A und B, aber nicht 
zwischen B und C, so liegt D fiir denselben Grenzpunkt zwischen A 
und C, 

i) Liegt D fiir den Grenzpunkt FE zwischen A und 5B, zugleich zwischen 
A und C, so liegt D fiir denselben Grenzpunkt nicht zwischen B und C. 

Unter Beriicksichtigung von (g) schlieBt man jetzt: Werden DE 
durch AB getrennt, durch BC aber nicht, so werden DE durch AC 
getrennt; werden DE durch AB und durch AC getrennt, so werden 
DE durch BC nicht getrennt; sind DE weder durch AC noch durch 
BC getrennt, so sind sie auch nicht durch AB getrennt, d. h.: 

k) Sind AB durch eines der Paare CE und DE getrennt, durch 
das andere aber nicht, so sind AB durch CD getrennt. Und: 

1) Sind A B durch die Paare CE und DE getrennt, oder durch beide 
nicht getrennt, so sind A B auch durch CD nicht getrennt. Oder: Sind 
AB durch CD getrennt, so sind AB durch eines der Paare CE und 
DE getrennt, durch das andere aber nicht. 

Die Satze a—e kdénnen wir wie Kernsditze behandeln; aus ihnen 
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wurden die Sitze f—] hergeleitet. Wie 10 und 11 aus 7 und 12, so 
folgen c und d aus b und h, oder auch aus a, b und k, da h eine Folge 
von g und k, g eine Folge von a und b ist. Mit Hilfe der Satze a, b, e, k. 
und zwar ausschlieBlich mit deren Hilfe lassen sich demnach alle ibrigen 
Satze der Gruppe a—l beweisen. 

Unter Annahme eines festen Punktes £ ist es gelungen, an der ge- 
schlossenen Linie die Beobachtungen, die sich an der begrenzten Linie 
dargeboten hatten, zu wiederholen; die geschlossene Linie wurde durch 
Ausschlu8 des Punktes E mit der begrenzten in vollstandige Analogie 
gebracht. Es lat sich aber auch umgekehrt der Begriff getrennter 
Paare auf die begrenzte Linie iibertragen; in welcher Weise dies zu 
geschehen hat, lehren die Satze k und 1. Indem wir uns auf die gerade 
Linie beschranken, geben wir jetzt folgende Definition. Liegt in einer 
geraden Linie von den Punkten C, D der eine zwischen A und B, der 
andere aber nicht, so sagen wir (Definition 4): Die Punkte A B werden 
durch CD getrennt, oder: bei ausgeschlossenem D (fiir den Grenzpunkt D) 
liegt C zwischen A und B. Die Vertauschbarkeit von A mit B, von 
C mit D ist in der Definition selbst begriindet. Es gilt daher in der 
geraden Linie der Satz a, und es soll gezeigt werden, daB auch die Satze 
b, e, k ihre Giltigkeit behalten. DaB die Satze a—l samtlich fort- 
bestehen, bedarf alsdann keines Beweises. 

19. Lehrsatz. — Sind A, B, C, E Punkte in einer Geraden, so werden 
entweder BC durch AE getrennt, oder CA durch BE, oder A B durch 
CE, und zwar schlieBt jede dieser Lagen die beiden andern aus. 

Beweis. — Die Punkte A, B, C kénnen derart bezeichnet werden, 
daB A zwischen B und C liegt (6). Nun befindet sich entweder B zwi- 
schen C und E£, oder C zwischen B und E, oder E zwischen B und C (6). 
Im ersten Falle liegt B zwischen C und E, A zwischen B und C, folglich 
A zwischen C und E (10), B zwischen A und E (18); folglich werden 
(Satz 7 und Def. 4) BC durch AE getrennt, aber CA nicht durch 
BE, AB nicht durch CE. Der zweite Fall entsteht durch Vertauschung 
von B und C und fithrt daher zu demselben Ergebnis. Im dritten 
Falle liegen A und E zwischen B und C, folglich A entweder zwischen 
Bund EF oder zwischen C und E (11). Liegt A zwischen B und E, mithin 
E zwischen A und C (13), so werden (Satz 7 und Def. 4) AC durch 
BE getrennt, aber BC nicht durch AE, AB nicht durch CE. Liegt 
A zwischen C und E, so werden AB durch CE getrennt, aber BC 
nicht durch AE, AC nicht durch BE (Satze 7, 13 und Def. 4). 

20. Lehrsatz. — Liegen die Punkte A, B, E in einer geraden Linie, 
so kann man in ihr C so wahlen, da8 AB durch CE getrennt werden. 

Beweis. — Liegt'E nicht zwischen A und B, so wahle man C zwischen 
A und B (8). Liegt E zwischen A und B, so wahle man C so, daB B 
zwischen A und C oder A zwischen B und C (9), also C nicht zwischen 
A und B (7). Beidemal werden AB durch CE getrennt (Def. 4). 
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21. Lehrsatz. — Sind in einer Geraden die Punkte AB durch eines 
der Paare CE und DE getrennt, durch das andere aber nicht, so sind 
AB durch CD getrennt. 

Beweis. — Es seien A B etwa durch CE getrennt, durch DE nicht 
getrennt. Liegt nun C zwischen A und B, also (Def. 4) E nicht, so 
ist (Def. 4) auch D nicht zwischen A und B gelegen. Liegt aber C 
nicht zwischen A und B, so befindet sich (Def. 4) E zwischen diesen 
beiden Punkten, mithin (Def. 4) auch D. Beidemal werden A B durch 
CD getrennt (Def. 4). 

Hiermit ist die Ubertragung der Satze a, b, e, k in solche, die sich 
auf Punkte in einer geraden Linie beziehen, ausgefiihrt. An die drei 
erhaltenen Satze schlieBen sich ohne weiteres die Folgerungen, die den 
ubrigen Satzen der vorigen Gruppe entsprechen. Die Satze g und 1 
gehen in die beiden folgenden iiber: 

22. Lehrsatz (Umkehrung des vorigen). —- Sind A, B, C, D, E Punkte 
in einer Geraden und werden AB durch CD getrennt, so werden AB 
durch eines der Paare CE und DE getrennt, durch das andere aber nicht. 

23. Lehrsatz. — Werden in einer Geraden die Punkte AB durch 
CE getrennt, so werden auch CE durch AB getrennt. 

Durch diese Ergebnisse wird es méglich, die gerade Linie ahnlich 
wie eine geschlossene zu behandeln. — 

Im Laufe der Entwicklung traten zu den urspriinglich eingefiihrten 
geometrischen Begriffen neue hinzu, die jedoch auf jene zuriickzufiithren 
sind. Wir wollen sie abgeleitete Begriffe nennen, die anderen Kern- 
begriffe. Die abgeleiteten Begriffe wurden definiert, wobei allemal die 
vorhergehenden benutzt wurden, keine anderen; und so oft ein ab- 
geleiteter Begriff zur Anwendung kam, wurde unmittelbar oder mittel- 
bar auf seine Definition Bezug genommen; ohne eine solche Berufung 
war die betreffende Beweisfiihrung nicht moglich. Die Kernbegriffe 
wurden nicht definiert; keine Erklarung ist imstande, dasjenige Mittel 
zu ersetzen, welches allein das Verstaéndnis jener einfachen, auf andere 
nicht zuriickfiihrbaren Begriffe erschlieBt, namlich den Hinweis auf ge- 
eignete Naturgegenstande. Wenn Euklid in den ,,Elementen™ sagt: 
,—~in Punkt ist, was keine Teile hat; eine Linie ist Lange ohne Breite; 
eine gerade Linie (Strecke) ist diejenige, welche auf den ihr befindlichen 
Punkten gleichférmig liegt“, so erklart er die angefiihrten Begriffe durch 
Eigenschaften, die sich zu keiner Verwertung eignen, und die auch von 
ihm bei der weiteren Entwicklung nirgends verwertet werden. In der 
Tat stiitzt sich keine einzige Stelle auf eine jener Aussagen, durch die 
der Leser, der aus den ,,Elementen“ ohne eine bereits vorher durch 
wiederholte Beobachtungen ausgebildete Vorstellung von den geome- 
trischen Kernbegriffen iiberhaupt nichts lernen kann, héchstens an die 
betreffende Vorstellung erinnert und dazu veranlaBt wird, sie den wissen- 
schaftlichen Anforderungen gemaf einzuschranken oder zu erganzen. 
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Die Mathematik stellt Relationen zwischen den mathematischen Be- 
griffen auf, die den Erfahrungstatsachen entsprechen sollen, aber weit- 
aus in ihrer Mehrzahl der Erfahrung nicht unmittelbar entlehnt, sondern 
, bewiesen“’ werden; die (auBer den Definitionen der abgeleiteten Be- 
griffe) zur Beweisfiithrung notwendigen Erkenntnisse bilden selbst einen 
Teil der aufzustellenden Relationen. Nach Ausscheidung der auf Be- 
weise gestiitzten Satze, der Lehrsdtze, bleibt eine Gruppe von Satzen 
zuriick, aus denen alle iibrigen sich folgern lassen, die Kernsdtze; diese 
griinden sich auf Beobachtungen, die sich unaufh6rlich wiederholt und 
sich fester eingepragt haben als Beobachtungen anderer Art. 

Die Kernsatze sollen den von der Mathematik zu verarbeitenden 
Erfahrungsstoff vollstandig umfassen, so da8 man nach ihrer Aufstellung 
auf die Sinneswahrnehmungen nicht mehr zuriickzugehen braucht. Um 
so vorsichtiger miissen von vornherein etwaige Einschrankungen fest- 
gestellt werden, denen die Anwendung einzelner Kernsatze unterliegt. 
Bei einem Teile der oben aufgestellten geometrischen Kernsatze, nam- 
lich bei I. und VI., sind nun solche Einschrankungen geltend zu machen. 
Im ersten Kernsatze diirfen die durch eine gerade Strecke zu verbin- 
denden Punkte nicht zu nahe beieinander angenommen werden. Solange 
alle in Betracht gezogenen Punkte durch Zwischenraume getrennt sind, er- 
scheint der Vorbehalt iiberflissig. Das ist in der Tat bei den Figuren 
der Fall, aus deren Anschauung man die Kernsatze schopft; fiir solche 
Figuren wird daher der achte Lehrsatz — der einzige, der von dem 
Vorbehalt berithrt wird — immer zutreffen. Aber bei wiederholter 
Anwendung dieses Satzes verliert die Figur ihre urspriingliche Be- 
schaffenheit. Sind A und B Punkte der urspriinglichen Figur und 
wird in der Geraden A B ein Punkt C zwischen A und B eingeschaltet, 

e e ee e hierauf C, zwischen A und C, C, zwi- 

A C, C, © 8B  sgchen A und C, usw., so kann man 
immer mehr in die Nahe des Punktes A geraten und muB dann schlieBlich 
auf weitere Einschaltungen verzichten!). Der achte Lehrsatz kann also 
nicht beliebig oft auf eine Gerade angewendet werden. Eine vollkommen 
scharfe Grenze 1a8t sich freilich nicht angeben. 

Die geometrischen Kernbegriffe und Kernsatze erlernt man an Ge- 
genstanden, von denen man verhidltnismaBig nur wenig entfernt ist; 
uber ein solches Gebiet hinaus ist also ihre Anwendung nicht ohne 
weiteres berechtigt. Geht man z. B. von einer geraden Strecke AB 
e oe oe aus und (VI) verlangert sie tiber B bis B,, 
A B B, 8, B,; dann BB, iiber B, bis By, B, B, iiber B, 
bis B; usf., so kann man wohl eine Zeitlang noch gerade Strecken 
AB,, AB, usw. einfiihren, aber friiher oder spiter kommt ein Punkt 
B,, von dessen Verbindung mit dem Punkte A durch eine gerade 


1) Vel. die nahere Ausfithrung in § 23. 
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Strecke nicht die Rede sein kann, ohne daB dieser Begriff seine Eigen- 
schaft als Kernbegriff verliert. Man sagt zwar auch (indem man jede 
Aufeinanderfolge von geraden Strecken, bei der je zwei benachbarte 
sich zu einer geraden Strecke vereinigen, wieder eine gerade Strecke 
nennt), es sei die Strecke A B bis B, verlangert, die Strecke A B, bis B,, 
die Strecke AB, bis B, usf. Das andert jedoch nichts an der Art, wie 
die Punkte B,B,... wirklich erlangt werden; denn wenn B,, sich von 
A zu weit entfernt hat, so kann man bei der Herstellung von B,,,, nicht 
mehr A benutzen, wohl aber B,_,. Man wird also von dem sechsten 
Kernsatz [oder vom neunten*) Lehrsatz] nicht beliebig oft in einer und 
derselben Figur Gebrauch machen, wobei wieder eine scharfe Grenze 
nicht besteht. 

Beim Weitergehen in der Geometrie ist man gewohnt, nur an 
Figuren zu denken, deren Teile nahe genug beieinander sind, um eine 
direkte Beurteilung ihrer geometrischen Eigenschaften zu erméglichen. 
Wie aber geometrische Begriffe und Gesetze, die sich innerhalb eines 
beschrankten Gebietes bewahren, bei fortgesetzter Erweiterung des Ge- 
bietes unsicher werden kénnen, mag folgende Betrachtung veranschau- 
lichen. Nehmen wir an, in einer geschlossenen (einfachen) Linie bewege 
sich ein Beobachter, der immer nur einen kleinen Teil der Linie wber- 
sehen und iiberhaupt nur einen Teil derselben durchlaufen kann, und 
der infolgedessen die Linie noch nicht als eine geschlossene erkannt 
hat. Dieser Beobachter wird innerhalb des jedesmal von ihm iiber- 
blickten Weges zu Erkenntnissen gelangen, wie sie fiir die gerade Linie 
in den Satzen 6—11 ausgesprochen sind, und diese alsdann auf 
das ihm zugangliche Gebiet ausdehnen; er wird Wy 
schlieBlich geneigt sein, sie auf die Linie in ihrer 
ganzen Erstreckung zu iibertragen, wenn er dies 
aber tut, natiirlich zu unrichtigen Schliissen ge- 
langen. Es seien z. B. A, B Punkte von geringem 
gegenseitigen Abstande, und der Punkt M werde 
durch Fortsetzung des Weges AB iiber B hinaus 
erreichbar vorausgesetzt; sagt man alsdann, es 
sei B zwischen A und M gelegen, und schlieBt 
weiter, es sei A nicht zwischen B und M gelegen, 
so leugnet man damit die tatsachlich vorhandene 
Moglichkeit, den Punkt M durch Fortsetzung des Weges BA tiber A 
hinaus zu erreichen. 

Diese Bemerkung ist u. a. zu beriicksichtigen bei einer Frage, bei 
der ich Dinge, die erst spater zur Sprache kommen, vorwegnehmen 
mu, namlich bei der Frage, ob die Geraden A B und CD einen Punkt 
gemein haben kénnen, wenn die geraden Strecken AC und BD einen 


A &B 
Abb. 3 


1) Auf den achten und neunten stiitzt sich der zwanzigste. 


Pasch-Dehn, Vorlesungen. 2. Aufl. 2, 
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inneren Punkt E gemein haben und die Figuren A BC und CDA kon- 
gruent sind (§ 13). Die Figuren ABCD und CDAB sind kongruent; 
die Strecken AB, CD haben keinen Punkt gemein; A und D liegen 
auf derselben Seite der Geraden BC (§ 3), B und C auf derselben Seite 
der Geraden AD. Man pflegt nun zu schlieBen: Haben die Geraden 
AB, CD einen Punkt M gemein, so werden die Figuren ABCDM 
und CDABM kongruent, und M liegt weder auf der Strecke A B noch 
auf der Strecke CD, weil M sonst auf beiden 
e liegen miiBte; M liegt also nicht zwischen A 
und B. Lage 1) B zwischen A und M, so lage 
& D zwischen C und M , D und M auf derselben 
Seite der Geraden BC, ebenso A und D, folglich 
0 auch A und M, d.h. A zwischen B und M, B 
nicht zwischen A und M. Lage 2) A zwischen 
B und M, so lage C zwischen D und M, C und 
M auf derselben Seite der Geraden AD, B und M auf verschiedenen 
Seiten, folglich auch B und C auf verschiedenen Seiten. Da beide 
Annahmen zu Widerspriichen gefithrt haben, wird die Méglichkeit 
eines gemeinschaftlichen Punktes der Geraden A B und CD verworfen 
— die ibliche Begriindung fiir das Dasein von Parallelen. Durch die 
obige Betrachtung wird jedoch die gestellte Frage nicht unbedingt 
entschieden. Vielmehr ist zu bedenken, da méglicherweise ein ge- 
meinschaftlicher Punkt M besteht, jedoch so, da8 auf die Figur A BC DM 
manche geometrische Begriffe in der Art, wie es vorhin geschehen, nicht 
anwendbar sind. 

Die auf den letzten Seiten besprochenen Bedenken beziehen sich 
auf diese Anwendbarkeit, also schlieBlich auf den Fall fortgesetzter 
Haufung von Beziehungen, die zwischen den Bestandteilen von Fi- 
guren bestehen sollen. Tatsachlich verfahrt man, soweit es sich nicht 
um die Begegnung von geraden Linien und damit zusammenhangenden 
Fragen handelt, von jeher so, als waren keine Schranken vorhanden, 
in stillschweigendem Vertrauen darauf, daB Figuren, die eine solche 
Haufung veranschaulichen, bei hinreichend kleinem oder hinreichend 
groBem Ma8stab méglich sein méchten. Wesentlichen EinfluB in dieser 
Richtung hat wohl der Ubergang zur analytischen Behandlung der 
Geometrie ausgeiibt. — 

Ich habe bisher einen Kern, d. h. Kernbegriffe und Kernsatze, nur 
so weit aufgestellt, als es fiir die bisherigen Lehrsaitze und Definitionen 
erforderlich war. Vom Kern mu8 man verlangen, da8 er vollstandig 
ist, d.h. daB er das Erforderliche ohne irgendwelche Ausnahmen ent- 
halt. Um iiber die Vollstandigkeit zu urteilen, mu8 man die mathe- 
mathische Deduktion den strengsten Anforderungen anpassen. Wenn 
unentbehrliche Kernsatze, wie z. B. die meisten hier bisher aufgefiihrten, 
und damit auch unentbehrliche Kernbegriffe unbemerkt bleiben konnten, 


Abb. 4. 
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so erklart sich dies durch die Unvollkommenheit, mit der das Wesen 
des mathemathischen Beweises erfa8t war. Man kann wiinschen, daB 
der Kern auf méglichst geringen Umfang zuriickgefiihrt werde, so da8 
er nicht Teile enthalt, die aus den iibrigen abgeleitet werden kénnen; 
doch erhalt dieser Wunsch erst volle Bedeutung, wenn die Vollstandigkeit 
des Kerns feststeht, was fiir einen Kern des ganzen Lehrgebaudes der 
Mathematik bisher wohl nicht erreicht ist. Die Forderung der Wider- 
spruchsfretheit der Kernsatze wird in § 23, nach Einfithrung von Ko- 
ordinaten, zur Sprache kommen. 

Das Wesen des mathematischen Beweises habe ich darzulegen ge- 
sucht in dem Buche: Grundlagen der Analysis, 1909, S. 5ff.; dann aus- 
fihrlicher in der Schrift: Mathematik und Logik, Leipzig, Wilhelm 
Engelmann, 1919, 2. Aufl. 1924, S. 37£., sowie in dem Aufsatz: Beweis 
und Definition in der Mathematik, Annalen der Philosophie, Bd. 4, 
S. 348—358, 1924. 


§ 2. Von den Ebenen. 


Wir ziehen jetzt einen weiteren geometrischen Begriff in die Be- 
trachtung, die Ebene. Ahnlich wie bei der geraden Linie auseinander- 
gesetzt wurde, wird von der Ebene gesagt, daB sie unbegrenzt sei; 
wenn wir uns aber an die unmittelbare Wahrnehmung halten, so lernen 
wir nur die wohlbegrenzte ebene Flache kennen. Demgemaf wird zu- 
nachst nur von der ebenen Flache und von Punkten einer ebenen Flache 
die Rede sein, der Begriff ,,Ebene“‘ aber erst nachher eingefiihrt werden. 

Die folgenden Satze sind wieder zum Teil Kernsatze, zum Teil Lehr- 
satze. Beim Beweise der neuen Lehrsatze diirfen wir auBer den neuen 
Kernsatzen alle Satze des § 1 heranziehen. Die neuen Kernsatze sind 
der Ausdruck von Beobachtungen an Figuren, die aus Punkten, ge- 
raden Strecken und ebenen Flachen bestehen. Ich werde zunachst 
im gegenwartigen Paragraphen nicht iitber das hinausgehen, was ich bei 
der ersten Ver6ffentlichung dieses Werkes und in den Zusdtzen von 
1912 gegeben habe, dies jedoch in ,,Erganzungen zu § 2“ vervoll- 
standigen. 

Durch drei beliebige Punkte A, B, C kann man eine ebene Flache 
legen, aber nicht nur eine. Zieht man nun eine gerade Strecke durch 
A und B, so brauchen nicht alle Punkte der Strecke in jener Flache 
zu liegen, aber man kann die Flache notigenfalls zu einer ebenen Flache 
erweitern, die die Strecke, d.h. alle ihre Punkte, enthalt+). 

I. Kernsatz. — Durch drei beliebige Punkte kann man eine ebene 
Flache legen. 


1) Um zu verhindern, daB der Leser an die gerade Linie und die Ebene denkt 
statt an die gerade Strecke und die ebene Flache, kénnte man diese Gebilde Stab 
und Platte nennen. 


9x 
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II. Kernsatz. — Wird durch zwei Punkte einer ebenen Flache eine 
gerade Strecke gezogen, so gibt es eine ebene Flache, die alle Punkte 
der vorigen und auch die Strecke enthalt. 

Wenn zwei ebene Flachen gegeben sind, so kann ein Punkt A in 
beiden zugleich enthalten sein. Wir nehmen dann allemal wahr, daB 
der Punkt A nicht der einzige gemeinschaftliche Punkt ist, wenn wir 
notigenfalls die beiden Flachen oder eine von ihnen gehérig erweitert 
haben. 

III. Kernsatz. — Wenn zwei ebene Flachen P, P’ einen Punkt 
gemein haben, so kann man einen andern Punkt angeben, der sowohl 
mit allen Punkten von P als auch mit allen Punkten von P’ je in einer 
ebenen Flache enthalten ist. 

Es kénnen zwei ebene Flachen auch drei Punkte zugleich enthalten. 
Bei der Untersuchung dieses Falles kann man eine Beobachtung be- 
nutzen, die auch zur Beantwortung an- 
derer, auf die Begegnung von Linien be- 
zuglicher Fragen erforderlich ist. In einer 
ebenen Flache seien drei Punkte A, B, C 
zu einem Dreieck zusammengefigt, d. h. 
durch die geraden Strecken AB, AC, 
BC paarweise verbunden. In derselben 
Flache sei die gerade Strecke DE gelegen, 
und zwar so, da& sie einen innerhalb der 
Strecke AB gelegenen Punkt F enthalt. 
Die Strecke DE hat dann allemal entweder 
mit der Strecke AC oder mit der Strecke 

Abb. 5. BC einen Punkt gemein, od er sie kann bis 
zueinem solchen Punkte verlangert werden. 

IV. Kernsatz. — Sind in einer ebenen Flache drei Punkte A, B, C 
durch die geraden Strecken AB, AC, BC paarweise verbunden, und 
ist in derselben ebenen Flache die gerade Strecke DE durch einen inner- 
halb der Strecke A B gelegenen Punkt gezogen, so geht die Strecke DE 
oder eine Verlangerung derselben entweder durch einen Punkt der 
Strecke AC oder durch einen Punkt der Strecke BC. 

Oder: Liegen die Punkte A, B, C, D in einer ebenen Flache, F in 
der Geraden A B zwischen A und B so geht die Gerade DF entweder 
durch einen Punkt der Strecke A C oder durcheinen Punkt der Strecke BC. 

1. Lehrsaiz. — Liegen die Punkte A, B, C, D in einer ebenen Flache 
P, zugleich die Punkte A, B, C in einer ebenen Flache P’, aber nicht 
in einer geraden Linie, so gibt es eine ebene Flache, die alle Punkte 
von P’ enthalt und auch den Punkt D. 

Beweis. — Liegt D in einer der Geraden AB, AC, BC, so gibt es 
eine solche Flache nach dem zweiten Kernsatz. Liegt D in keiner der Gera- 
den A B, AC, BC, so werde in der Geraden A B zwischen A und B ein 
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Punkt F angenommen; es mag dann (IV) die Gerade DF etwa durch 
einen Punkt G der Strecke AC gehen; F und G sind voneinander ver- 
schieden, D in der Geraden FG. Es gibt nun eine ebene Flache Q, die 
alle Punkte von P’ enthalt und auch F; weiter eine ebene Flache OM 
die alle Punkte von Q enthalt und auch G; schlieBlich eine ebene Flache, 
die alle Punkte von Q’ enthalt und auch D. 

Gehen wir nun von drei beliebigen, nicht in eine Gerade gehérigen 
Punkten A, B, C aus und legen durch sie eine ebene Flache. Wenn durch 
die Punkte A, B, C und einen weiteren Punkt D sich ebenfalls eine 
ebene Flache legen 1aBt, so braucht D zwar der vorigen nicht anzu- 
gehoren; diese 1aBt sich aber nétigenfalls erweitern, bis sie auch den 
Punkt D enthalt (1). Infolgedessen sagt man (implizite Definition, wie 
fiir die gerade Linie in § 1, Definition 3): der Punkt D liegt in der Ebene 
der Punkte A, B, C, oder einfach: in der Ebene A BC, oder: die Ebene 
ABC geht durch D, D ist ein Punkt der Ebene ABC usw. 

Es seien L, M, N drei beliebige Punkte. Wenn sie nicht in gerader 
Linie liegen, so sei A ein Punkt der Geraden LM, B ein Punkt der 
Geraden LN, C ein Punkt der Geraden MN, wobei A, B, C von L, M, N 
verschieden und nicht in gerader Linie gelegen sein sollen; ich kann 
dann durch L, M, N eine ebene Flache legen, folglich auch durch L, M, 
N, A, B, C. Wenn L, M, N in einer Geraden liegen, so sei A ein Punkt 
auBerhalb der Geraden, B ein Punkt der Geraden AL, C ein Punkt 
der Geraden AM; durch A, L, Mkann man eine ebene Fliache legen, 
folglich auch durch A, B, C, L, M, N. Beidemal liegen A, B, C nicht 
in gerader Linie und 1, i, N in der Ebene 4 BC. 

2. Lehrsatz. — Durch drei Punkte kann man immer eine Ebene legen. 

Es sei A’ ein Punkt der Ebene A BC, und es seien A’, B, C nicht 
in gerader Linie (also A ein Punkt der Ebene A’ BC). Wird nun D von 
A verschieden in der Ebene A’BC angenommen, so liegen die Punkte 
A, B, C, D, A’ in einer ebenen Flache, d.h. D zugleich in der Ebene 
A BC; und wenn wir auch die Punkte A, B, C ,,Punkte der Ebene A BC“ 
nennen, so kénnen wir sagen, daB jeder Punkt der Ebene A’ BC zu- 
gleich der Ebene A BC angehért. Aber auch umgekehrt sind alle Punkte 
der Ebene A BC Punkte der Ebene A’ BC. Man sagt daher: Die Ebenen 
ABC und A’ BC fallen miteinander zusammen. 

Jetzt seien A’, B’, C’ beliebige Punkte der Ebene A BC, aber nicht 
in einer Geraden. Der Punkt A’ kann in einer der Geraden A B, AC, BC 
liegen; doch héchstens in zweien, er liege auBerhalb der Geraden BiGs 
dann fallen die Ebenen ABC und A’BC zusammen. Der Punkt B’ 
liegt in der Ebene A’ BC, doch nicht in der Geraden A’B, A'C zu- 
gleich; er liege auBerhalb der Geraden A’C; dann fallen die Ebenen 
A’ BC und A’ B'C zusammen. Der Punkt C’ liegt in der Ebene A’ B’C, 
aber nicht in der Geraden A’ B’; folglich fallen die Ebenen A’ B’C und 
A’ B’C’ zasammen. 
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3. Lehrsatz. — Jede Ebene ist durch drei beliebige von ihren Punk- 
ten, die nicht in gerader Linie liegen, bestimmt. Oder: Drei Punkte, 
die zugleich verschiedenen Ebenen angehéren, liegen in einer Geraden. 

Haufig wird zur Bezeichnung einer Ebene ein besonderer Buchstabe 
benutzt. Sind A, B, C Punkte der Ebene P, die nicht in gerader Linie 
liegen, so bedeutet P die Ebene ABC. — 

Nehmen wir jetzt in einer Geraden g die Punkte A, B beliebig, 
ebenso in einer durch A und B gehenden Ebene P den Punkt C auBer- 
halb der Geraden g. Ist D irgendein dritter Punkt der Geraden g, so 
kann man durch die Punkte A, B, C eine ebene Fliche legen, weiter 
auch durch die Punkte A, B, C, D; der Punkt D liegt also in der Ebene 
ABC, das ist in der Ebene P. Da dies von allen Punkten der Geraden g 
gilt, sosagt man: g liegt in der Ebene P, g ist eine Gerade der Ebene P usw. 

4, Lehrsatz. — Eine Gerade, die mit einer Ebene zwei Punkte ge- 
mein hat, liegt ganz in ihr. Oder: Alle Ebenen, die zwei Punkte ge- 
mein haben, enthalten die Gerade der beiden Punkte. 

Wenn die Gerade g in einer Ebene P nicht ganz enthalten ist, so 
kann sie mit ihr nicht mehr als einen Punkt gemein haben. Besitzen g 
und P einen gemeinschaftlichen Punkt A, aber nur einen, so sagt man, 
sie schneiden sich in A; A wird der Durchschnittspunkt von g und P 
genannt und mit gP oder Pg bezeichnet. 

Bei der Bestimmung einer Ebene kann eine Gerade benutzt werden. 
Ist eine Gerade g und ein Punkt C gegeben, so nehme man die Punkte 
A und B in der Geraden g beliebig (von C verschieden) ; durch A, B, C 
kann ich eine Ebene legen, und diese enthalt g. 

5. Lehrsatz. — Durch eine Gerade und einen Punkt kann man immer 
eine Ebene legen. 

Ist nun P eine Ebene, die die Gerade g und den Punkt C, folglich 
A, B, C enthalt, so geht keine andere Ebene durch g und C, wenn C 
auBerhalb der Geraden A B liegt; die Ebene P ist alsdann durch g und C 
bestimmt und kann mit gC oder Cg bezeichnet werden. 

6. Lehrsatz. — Jede Ebene ist durch eine beliebige ihr angehérige 
Gerade im Verein mit einem beliebigen ihr angehérigen Punkte, der 
nicht in der Geraden liegt, bestimmt. Oder: Zwei Ebenen, die eine Ge- 
rade gemein haben, haben auSerdem keinen Punkt gemein. Oder: 
Wenn ein Punkt und eine Gerade sich in zwei Ebenen vorfinden, so 
geht die Gerade durch den Punkt. 

Zwei Geraden g, / sind stets in einer Ebene enthalten, wenn sie sich 
schneiden. Ist in der Tat ein Schnittpunkt gh vorhanden, so nehme ich 
in der Geraden den Punkt C beliebig (von gh verschieden) ; die Ebene gC 
geht alsdann durch die Punkte C und gh, mithin durch die Gerade h. 

7. Lehrsatz. — Durch zwei Geraden, die einen Punkt gemein 
haben, kann man immer eine Ebene legen. Oder: Zwei Geraden, die 
nicht in einer Ebene liegen, haben keinen Punkt gemein. 
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Uberhaupt seien g und / Geraden einer Ebene P. Nimmt man 
den Punkt C in h beliebig (auBerhalb g), so ist P die Ebene gC, und 
es kann eine andere Ebene durch g und / zugleich nicht gehen. Die 
Ebene der Geraden g und # kann mit gh bezeichnet werden; man darf 
jedoch nicht vergessen, daB im Falle einer Begegnung der Geraden g 
und / fiir den Durchschnittspunkt dieselbe Bezeichnung gilt. 

8. Lehrsatz. — Jede Ebene ist durch zwei beliebige von ihren Ge- 
raden bestimmt. 

Betrachten wir jetzt zwei Ebenen P und Q, die einen gemeinschaft- 
lichen Punkt A besitzen. Man nehme in der Ebene P die Punkte B 
und C, in der Ebene Q die Punkte D und E beliebig, aber weder A, B, C 
noch A, D, E in einer Geraden. Nach dem dritten Kernsatze existiert ein 
Punkt F derart, daB sowohl die Punkte A, B, C, F als auch die Punkte 
A, D, E, F ebene Figuren bilden. Es liegt also der Punkt F sowohl in der 
Ebene A BC als auch in der Ebene ADE, d.h. in den Ebenen P und Q. 
Diese Ebenen haben somit die Gerade AF gemein. 

9. Lehrsatz. — Wenn zwei Ebenen einen Punkt gemein haben, so 
haben sie eine Gerade gemein. 

Die Gerade enthalt alle gemeinschaftlichen Punkte der beiden 
Ebenen; sie wird die Durchschnittslinie, ihre Punkte werden Durch- 
schnitispunkte der Ebenen genannt. Die Durchschnittslinie der Ebenen 
P und Q wird mit PQ bezeichnet. 

Drei Ebenen, P, Q, R konnen einen Punkt A gemein haben. Wenn 
A nicht der einzige gemeinschaftliche Punkt ist, so haben die drei 
Ebenen eine Gerade gemein. Wenn die Ebenen P, Q, R sich nur im 
Punkte A begegnen, so wird A ihr Durchschnittspunkt genannt und 
mit PQR bezeichnet; sie haben dann zu je zweien eine Gerade gemein; 
die Durchschnittslinien sind voneinander verschieden, treffen sich je- 
doch im Punkte A. 

Es seien ttberhaupt P, Q, R drei Ebenen, die sich paarweise durch- 
schneiden. Haben von den Durchschnittslinien irgend zwei, etwa PQ 
und PR, einen Punkt A gemein, so schneiden die drei Ebenen sich in A. 
Wenn die Durchschnittslinie zweier Ebenen die dritte Ebene schneidet, 
so ist der Durchschnittspunkt ebenfalls den drei Ebenen gemein. Wenn 
zwei Durchschnittslinien zusammenfallen, so sind sie von der dritten 
nicht verschieden. 

Eine beliebige Gruppe von Punkten oder von Geraden oder von 
Punkten und Geraden in einer Ebene heibt eine ebene Figur. Man 
kann eine ebene Figur erweitern teils durch Hinzunehmen beliebiger 
anderer Punkte und Geraden derselben Ebene, teils durch Kon- 
struktion, d.h. hier: durch Verbinden von Punkten der Figur und 
durch Aufsuchen der Durchschnittspunkte in ihren Geraden. Solche 
Konstruktionen fiihren aus der Ebene nicht heraus. 

Um in zwei Geraden einen Schnittpunkt nachzuweisen, wird oft 
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der folgende Lehrsatz angewendet werden, der sich aus dem vierten 
Kernsatz sofort ergibt. 

10. Lehrsatz. — Sind A, B, C drei nicht in gerader Linie gelegene 
Punkte, D ein Punkt der Geraden A B zwischen A und B, g eine Gerade 
in der Ebene A BC, die durch D, aber durch keinen der Punkte A, B, C 
hindurchgeht, so begegnet g entweder der Geraden AC zwischen A 
und C oder der Geraden BC zwischen B und C. (Abb. 6.) 

Wir werden uns kiinftig weder auf die Kernsatze noch auf den ersten 
Lehrsatz dieses Paragraphen berufen. Von den neun ibrigen Lehr- 
sitzen sind 5—8 Folgerungen aus 2—4. Beziiglich des zehnten ist der- 
selbe Vorbehalt zu machen, wie beziiglich des achten Lehrsatzes in § 1. 


g 
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Noch mégen hier einige Folgerungen Platz finden, die sich an den 
zehnten Lehrsatz anschlieBen. 

11. Lehrsatz. — Sind A, B, C drei nicht in gerader Linie gelegene 
Punkte, a ein Punkt der Geraden BC zwischen B und C, 0 ein Punkt 
der Geraden AC zwischen A und C, c ein Punkt der Geraden AB 
zwischen A und B, so liegen die Punkte a, b, c nicht in gerader Linie. 

Beweis. — Der Punkt a liegt nicht innerhalb der Strecke bc, da 
sonst (10) die Gerade BC entweder der Geraden A 6 zwischen A und b 
oder der Geraden Ac zwischen A und c begegnen miiBte. Ebensowenig 
liegt 6 innerhalb der Strecke ac oder c innerhalb der Strecke ab. 

12. Lehrsatz. — Liegen vier Punkte A, B, C, D in einer Ebene, so 
haben entweder die Geraden AD und BC, oder BD und AC, oder 
CD und AB (mindestens) einen Punkt gemein. (Abb. 8.) 

Beweis. — Befinden sich unter den gegebenen Punkten drei in ge- 
rader Linie, so treten mindestens drei solche Durchschnittspunkte gleich- 
zeitig auf. Liegen keine drei in gerader Linie, verlaufen also die Ge- 
raden AD, BD, CD in ihrer Ebene getrennt, so braucht nur gezeigt 
zu werden, daf die Geraden CD und AB sich schneiden, wenn weder 
die Gerade AD mit der Strecke BC, noch die Gerade BD mit der 
Strecke AC einen Punkt gemein hat. Verlangert man nun unter dieser 
Voraussetzung die Strecke AD iiber D hinaus bis A’ nicht auf BC, 
so wird (10) die Gerade A’C von BD zwischen A’ und C in einem Punkte 
M getroffen, und zwar liegt D nicht zwischen B und M, da sonst (10) 
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die Gerade AD entweder der Geraden CM zwischen C und M oder 
der Geraden BC zwischen B und C begegnen miiBte. Da also die Ge- 
rade CD weder mit der Strecke A’ M noch mit der Strecke BM einen 
Punkt gemein hat, so hat sie auch mit der Strecke A’ B keinen Punkt 
gemein (10), mithin begegnet sie (10) der Geraden A B zwischen A und B. 

13. Lehrsaiz, — Sind A, B, C drei nicht in gerader Linie gelegene 
Punkte, a ein Punkt der Geraden BC zwischen B und C, d ein Punkt 
der Geraden CA zwischen A und C, so ist a von A, b von B verschie- 
den; die Geraden aA und 0B sind verschieden und schneiden sich in 
einem Punkt E zwischen a und A, zugleich zwischen 6 und B; E liegt 
auf keiner der Geraden BC, CA, AB. 

Beweis. — Da A nicht der Geraden BC angehort, so ist a verschieden 
von A, tberhaupt von A, B, C, b und liegt auf keiner der Geraden 
AB, CA; ebenso ist } verschieden von A, B, C und liegt auf keiner 
der Geraden AB, BC; folglich sind die Geraden aA 
und 6B verschieden, weiter die Geraden aB (d.i. 
BC) und 0B. Da die Punkte a, A, C nicht in ge- 
rader Linie liegen, so bestimmen sie eine Ebene aAC; 
diese enthalt die Geraden AC und aC, mithin die 
Punkte 6 und B, endlich die Gerade }B. Die Gerade 
6B geht durch keinen der Punkte a, A, C; sie begeg- 
net der Geraden CA in } zwischen A und C, der Ge- 
raden aC in B nicht zwischen a und C. Folglich 
(10) begegnet die Gerade 6B der Geraden aA in einem Punkt E£ 
zwischen a und A, zugleich zwischen 6 und B. Da B und C nicht 
auf aA liegen, so ist der Punkt FE verschieden von B und C, 
tberhaupt von a, A, B, C; er gehért keiner der Geraden BC, CA, 
Wl jay ahi 

14. Lehrsaiz. — Man kann Punkte A, B, C, D so wahlen, daB nicht 
drei von ihnen eine gerade Reihe bilden, und daB die Gerade AD durch 
einen Punkt der Strecke BC, die Gerade 
BD durch einen Punkt der Strecke AC geht. 

Folgt aus Lehrsatz 13. 

15. Lehrsatz. — Liegen von den Punk- 
ten A, B,C, D keine drei in einer Geraden, 
und geht die Gerade AD durch einen 
Punkt a der Strecke BC, die Gerade BD Abb. 10. 
durch einen Punkt 06 der Strecke CA, 
so geht die Gerade CD durch einen Punkt der Strecke AB. 

Beweis. — Die Voraussetzung ist erfiillbar nach Lehrsatz 14. Die 
Punkte a, b, A, B, C sind voneinander verschieden, ebenso die Ge- 
raden aA und bB. Diese Geraden schneiden sich einerseits in einem 
Punkt E zwischen a und A, andrerseits in D; folglich fallt D mit EF 
zusammen und liegt zwischen a und A. Da die Punkte a, A, B nicht 


Abb. 9. 
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in gerader Linie liegen, so bestimmen sie eine Ebene aA B; diese ent- 
halt die Punkte C und D, mithin die Gerade CD. Die Gerade CD geht 
durch keinen der Punkte a, A, B; sie begegnet der Geraden aA in D 
zwischen a und A, der Geraden aB in C nicht zwischen a und B. Folg- 
lich (10) begegnet die Gerade CD der Geraden A B zwischen A und B. 


Ergdnzungen zu § 2. 

Ich bringe nun die im Eingang zu § 2 angekiindigten Erganzungen, 
wobei ich wegen der Einzelheiten auf die Abhandlung von Anna Sturm- 
fels: Nachpriifung der Lehre von den Ebenen in Paschs Vorlesungen 
iiber neuere Geometrie, Marburger Dissertation, 1915, verweise. 

Die ersten Kernsiatze des § 2 bediirfen folgender erganzenden Fest- 
stellungen: Auf jeder ebenen Flache kann man Punkte angeben. Sind 
auf einer ebenen Flache Punkte A und B angegeben, so kann man auf 
ihr einen Punkt C so angeben, daB A, B, C nicht auf einer geraden 
Strecke liegen (vgl. Kernsatz IX des §1). Ist eine ebene Flache an- 
gegeben, so kann man eine andere angeben, die alle Punkte der vorigen 
enthalt (Erweiterung). Durch drei Punkte, die nicht auf einer geraden 
Strecke liegen, kann man eine ebene Flache P legen, weiter eine ebene 
Flache P’, und zwar so, daB weder alle Punkte von P zu P’ gehoren, 
noch alle Punkte von P’ zu P. Sind zwei Punkte der ebenen Flache P 
zugleich Punkte der geraden Strecke s, so enthalt entweder P oder 
eine Erweiterung von P die Strecke s, d. h. alle ihre Punkte. DaB 
durch drei beliebige Punkte, auch solche, die auf einer geraden Strecke 
liegen, eine ebene Flache gelegt werden kann (I. Kernsatz in § 2), ergibt 
sich jetzt als Folgerung. Weiter wird gefolgert: Vier Punkte, von denen 
drei auf einer Geraden liegen, liegen auf einer ebenen Flache. 

Zur Erganzung der Kernsatze des § 2 dient ferner die Feststellung: 
Liegen die Punkte A, B, C nicht auf einer geraden Strecke, so kann 
man einen weiteren Punkt D so angeben, daB A, B, C, D nicht auf einer 
ebenen Flache liegen. Wenn vier Punkte nicht auf einer ebenen Flache 
liegen, so liegen keine drei von ihnen auf einer Geraden. Uber das 
Verhaltnis der Kernsatze III und IV des § 2 zu den iibrigen siehe die 
oben angefiithrte Abhandlung, Seite 7—11. 

Zu den Lehrsatzen des § 2 sei noch nachgetragen: Haben drei Ebenen 
P, Q, R einen Punkt gemein, so schneiden sie sich paarweise; haben 
sie nur einen Punkt gemein (den ,,Durchschnittspunkt“’ PQ R), so ent- 
stehen drei verschiedene Schnittlinien (durch jenen Punkt); haben sie 
mehr als einen Punkt gemein, so fallen die Schnittlinien zusammen. 
Weiteres in der angefiihrten Abhandlung. 

SchlieBlich sei wegen der Beobachtungstatsachen, die der ,,geraden 
Strecke“ (Stab) und der ,,ebenen Flache“ (Platte) zugrunde liegen, 
auf die am Ende der Einleitung genannte Schrift verwiesen. 
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§ 8. Vom Strahlenbitischel. 

Wenn in einer Geraden m drei Punkte A, B, C angenommen werden, 
so mu8 einer zwischen den beiden andern liegen. Wie schon in § 1 
erwahnt worden ist, sagt man: die Punkte A und B liegen auf derselben 
Seite von C, wenn C nicht zwischen ihnen liegt; dagegen sagt man: 
die Punkte A und B liegen auf verschiedenen Seiten von C, wenn C 
sich zwischen A und B befindet. 

In der Geraden m fixiere ich einen Punkt S. Wenn A, B, C drei 
(von S verschiedene) Punkte der Geraden m sind, so kann ich aus dem 
Verhalten zweier Paare in folgender Weise auf das des dritten Paares 
schlieBen. Liegen A und B auf derselben, A und C auf verschiedenen 
Seiten von S, so legen B und C auf verschiedenen Seiten. Entweder 
liegt namlich A zwischen B und S, S zwischen A und C, folglich S 
zwischen B und C nach § 1, 16; oder S liegt zwischen A und C, B zwi- 
schen A und S, folglich S zwischen B und C nach §1, 13. Liegen A 
und B, ebenso A und C auf derselben Seite von S, so liegen auch B und C 
auf derselben Seite. Denn sonst lagen A und B auf derselben Seite, 
Bund C auf verschiedenen, folglich auch A und C auf verschiedenen. 
Liegen A und B, ebenso A und C auf verschiedenen Seiten von S, so 
liegen Bound C auf derselben Seite. Denn dann werden AS durch BC 
nicht getrennt, folglich entweder AB durch CS oder AC durch BS; 
es liegt also entweder B zwischen C und S oder C zwischen B und S. 

Wenn A und B in der Geraden m auf derselben Seite von S liegen, 
so kann man sagen: B liegt im Schenkel SA (nicht AS). Ist A’ ein 
beliebiger Punkt des Schenkels SA, und nennen wir auch A einen 
,Punkt des Schenkels SA“, so ist jeder Punkt des Schenkels SA ein 
Punkt des Schenkels SA’, und umgekehrt; bei der Bezeichnung des 
Schenkels SA kann man A durch jeden Punkt des Schenkels ersetzen. 
Liegen A und C in der Geraden m auf verschiedenen Seiten von S, 
so gehort jeder (von S verschiedene) Punkt der Geraden zum Schenkel 
SA, wenn er nicht zum entgegengesetzten Schenkel SC gehort. 

Durch die Gerade m lege ich jetzt eine Ebene P und nehme in ihr 
zwei Punkte A, B auBerhalb der Geraden m. Nimmt man einen Punkt 
G auf m auBerhalb der Geraden AB, dann C auf der Verlangerung der 
Strecke AG iiber G hinaus, so liegen C und G auf P, m geht daher ent- 
weder durch einen Punkt der Strecke A B oder durch einen Punkt der 
Strecke BC. Trifft m die Strecke BC, also nicht die Strecke AB, so sagt 
man: die Punkte A und B liegen auf derselben Sette von m; wenn m 
die Gerade AB zwischen A und B trifft, so sagt man: die Punkte A 
und B liegen auf verschiedenen Seiten von m, oder: m geht zwischen A 
und B hindurch. Wenn A, B, C Punkte der Ebene P (auRerhalb m) 
sind, so gelten die Satze: Liegen A und B auf derselben, A und C auf 
verschiedenen Seiten von m, so liegen B und C auf verschiedenen Seiten 
(§ 2, 10). Liegen A und B, ebenso A und C auf derselben Seite von m, 
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so liegen auch B und C auf derselben Seite. Liegen A und B, ebenso 
A und C auf verschiedenen Seiten von m, so liegen B und C auf derselben 
Seite (§ 2, 11). Nimmt man in m wieder einen Punkt S, so liegen alle 
Punkte des Schenkels S.A auf derselben Seite von m, und man kann 
daher die vorstehend angegebenen Ausdrucksweisen und Siatze auf solche 
Schenkel tibertragen. — 

Gerade Linien, die durch einen Punkt laufen, werden mit den Licht- 
strahlen, die ein leuchtender Punkt aussendet, verglichen und daher 
ein Verein solcher Strahlen ein Stvahlenbiindel genannt. Gehen also die 
Geraden e, f, g durch einen Punkt S, so nennt man sie Strahlen eines 
Biindels, oder man sagt: der Strahl g liegt im Biindel der beiden Strahlen 
eund f, g liegt im Biindel e/, g ist ein Strahl des Biindels ef; auch e und f 
selbst werden ,,Strahlen des Biindels ef‘ genannt. Zur Bezeichnung 
des Biindels (im letzteren Sinne) dienen zwei beliebige von seinen Strah- 
len; man kann aber auch einen besonderen Buchstaben zur Bezeichnung 
des Biindels anwenden, und zwar wird alsdann der fiir den Punkt e/ 
eingefiihrte (hier S) benutzt. Dieser Punkt heiBt der Scheitel oder 
Mittelpunkt des Biindels. 

Auch ohne Beziehung auf ein Biindel wird haufig das Wort ,,Strahl* 
fiir ,,Gerade“ gebraucht. 

Ein Verein von Geraden, die in einer Ebene enthalten sind und durch 
einen Punkt hindurchgehen, wird ein (ebenes) Stvahlenbiischel genannt; 
der gemeinschaftliche Punkt heiBt der Scheitel oder Mittelpunkt des 
Biischels. Gehen in einer Ebene die Strahlen e, /, g durch einen Punkt S, 
so sagt man: der Strahl g liegt im Biischel ef usw. Man darf zur Be- 
zeichnung des Biischels im letzteren Sinne zwei beliebige in ihm ge- 
legene Strahlen benutzen, den einen Buchstaben S aber nur dann, wenn 
die Ebene des Biischels anderweitig gegeben ist. 

Es seien nun e, /, g Strahlen eines Biischels S in der Ebene P, ferner 
SA und SB Schenkel von ¢e und /, und zwar auf 
verschiedenen Seiten der Geraden g. Ist der 
Durchschnittspunkt M der Strecke AB mit dem 
Strahl g im Schenkel SC von g enthalten (also 
BCM auf derselben Seite von e), so behalt der 
Schenkel SC diese Eigenschaft, wenn man A im 
Schenkel SA, B im Schenkel S B beliebig verlegt, 

Abb. 11, und man sagt: der Schenkel SC liegt zwischen den 
Schenkeln SA und SB. 

Wir begegnen hier einer vollkommenen Analogie mit dem in den 
Satzen 7—11 des ersten Paragraphen dargestellten Verhalten der 
Punkte einer Geraden. Wenn ndmlich SA, S BY SC, SD: Schenkel ant 
verschiedenen Strahlen eines Biischels bedeuten, so gelten die Satze: 
Liegt SC zwischen SA und SB, so liegt weder SA zwischen SB und SC, 
noch SB zwischen SA und SC. Sind SA und SB gegeben, so kann man 
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SC so wihlen, daB SC zwischen SA und SB liegt. Sind SA und SB 
gegeben, so kann man SC so wihlen, dak SA zwischen SB und SC liegt. 
Liegt SC zwischen SA und SB, SD zwischen SA und SC; so ext SD 
auch zwischen SA und SB. Liegen SC und SD zwischen SA und SB, 
aber SD nicht zwischen SA und SC, so liegt SD zwischen SB und SC. 
Aber zu Satz 6 des ersten Paragraphen fehlt der entsprechende. Sollen 
die in einer Ebene angenommenen Schenkel SA, SB, SC, ... in jeder 
Hinsicht analoge Eigenschaften besitzen, wie die Punkte einer Geraden, 
so wird unter anderem, dem Satze § 1,18 entsprechend, dadurch das 
Vorhandensein zweier Schenkel SM und SN in derselben Ebene be- 
dingt, zwischen denen die vorigen eingeschlossen werden. Sind nun 
solche Schenkel vorhanden, so liegen die Punkte A und N auf der- 
selben Seite der Geraden SM, ebenso B und N, C und N usw. Folglich 
liegen alsdann die Schenkel SA, SB, SC, ... auf derselben Seite eines 
zum Biischel S gehorigen Strahls. 

Nehmen wir also in einer Ebene die Geraden e, f, g, ... durch einen 
Punkt S, wberdies in demselben Biischel eine weitere Gerade k, und 
die Schenkel SA,S8; SC,..: von ef; ¢,... aut derselben Seite vou £. 
Dann haben diese Schenkel allemal die Eigen- 
schaft, daB von je dreien einer zwischen den beiden 
andern liegt; denn hat weder é mit der Strecke BC, 
noch / mit der Strecke AC einen Punkt gemein, 
so begegnet g der Geraden AB zwischen A und 
B (vgl. den iPowels des Satzes $2, 12), und der 
Schnittpunkt legt mit A und B auf derselben 
Seite von k, d.h. im Schenkel SC. Die entgegen- 
gesetuten Schenkel zu SA, SB; SC seien SA’, Abb. 12. 

SB’, SC’. Lag nun der Schenkel SC zwischen SA 

und SB, so wird auch SC’ zwischen S A’ und S B’ liegen; denn A’ und B’ 
liegen auf verschiedenen Seiten von g, und der Schnittpunkt der Ge- 
raden g mit der Strecke A’ B’ liegt mit A’ und B’ auf derselben Seite 
von k. Wir wollen deshalb, ohne die Schenkel zu unterscheiden, sagen: 
Der Strahl g liegt zwischen den Strahlen e und f (oder f und e) ber aus- 
geschlossenem k, oder: fiir den Grenzstrahl k. Nehme ich nun in k den 
Punkt M mit A und B’ auf derselben Seite von g, so liegt der Schenkel 
SM zwischen SA und SB’, d.h. es liegt auch der Strahl & zwischen e 
und / bei ausgeschlossenem g. Man sagt: e und / werden durch g und k 
(oder k und g) getrennt. 

Das Strahlenbiischel zeigt hiernach nicht mit einer begrenzten, 
sondern mit einér geschlossenen Linie analoges Verhalten. Fiir die 
Schenkel SA, SB, ... gelten die in § 1 ausgesprochenen Beziehungen 
zwischen Punkten einer Geraden ohne Ausnahme; in diese Beziehungen 
kann ich aber jetzt die Strahlen statt der Schenkel einfithren, wenn 
ich iiberall den Zusatz ,,fiir den Grenzstrahl k‘‘ anbringe, und erhalte 
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somit zwischen den Strahlen eines Biischels genau dieselben Relationen, 
die fiir die Punkte einer geschlossenen Linie in den Satzen a—l des 
§ 1 ausgesprochen wurden. Es geniigt, die Relationen anzugeben, die 
den Satzen 19—23 des § 1 entsprechen. 

Liegen die Strahlen e, f, g, k im einem Biischel, so werden entweder 
jg durch ek getrennt, oder ge durch fk, oder ef durch gk, und zwar schhieBt 
jede dieser Lagen die beiden andern aus. 

Liegen die Strahlen e, f, k in einem Biischel, so kann man im thin 
den Strahl g so wihlen, daB ef durch gk getrennt werden. 

Sind in einem Strahlenbiischel die Strahlen ef durch eines der Paare gk 
und hk getrennt, durch das andere aber nicht, so sind ef durch gh getrennt. 
In den anderen Fallen werden ef durch gh nicht getrennt. 

Werden in einem Strahlenbiischel die Strahlen ef durch gk getrennt, 
so werden auch gk durch ef getrennt. 

Zur unbedingten Vollstandigkeit wiirde es gehéren, hier noch Satze 
zu bringen wie die folgenden: Sind beliebig viele Geraden angegeben, 
so kann man einen Punkt angeben, der auf keiner der Geraden liegt. 
Sind in einer Ebene beliebig viele Punkte und Geraden angegeben, so 
kann man in ihr einen Punkt angeben, der mit keinem der Punkte zu- 
sammenfallt und auf keiner der Geraden liegt. Sind Punkte, Geraden 
und Ebenen in beliebiger Anzahl angegeben, so kann man einen Punkt 
angeben, der mit keinem der Punkte zusammenfallt und auf keiner der 
Geraden oder Ebenen liegt. Usw. (A. Sturmfels: a.a.O., Seite 29ff.) 
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Wenn die Punkte A und B auferhalb der Ebene P liegen, so sind 
zwei Falle zu unterscheiden: die Ebene P schneidet entweder die Ge- 
rade AB zwischen A und B oder nicht. Im ersten Falle sagt man: 
die Ebene P geht zwischen A und B hindurch, oder: die Punkte A und B 
liegen auf verschiedenen Seiten der Ebene P; im zweiten Falle sagt man: 
die Punkte A und B liegen auf derselben Seite der Ebene P. Fir drei 
Punkte A, 5, C auBerhalb der Ebene P gelten folgende drei Satze. 

Liegen A und B auf derselben, A und C auf verschiedenen Seiten 
der Ebene P, so liegen B und C auf verschiedenen Seiten. Sind namlich 
A, B, C in einer Geraden g gelegen, so trifft P die Gerade g zwischen 
A und C, aber nicht zwischen A und B; folglich geht P zwischen B 
und C hindurch. Sind dagegen die drei Punkte A, B, C zur Bestimmung 
einer Ebene ABC geeignet, so haben die Ebenen P und ABC einen 
in der Geraden AC zwischen A und C gelegenen Punkt gemein, mithin 
eine Gerade m; diese geht zwischen A und C hindurch, nicht aber 
zwischen A und B; folglich geht m zwischen B und C hindurch. 

Daraus folgt ohne weiteres: Liegen A und B, ebenso A und C auf 
derselben Seite der Ebene P, so liegen auch B und C auf derselben Seite. 

Liegen A und B, ebenso A und C auf verschiedenen Seiten der Ebene P, 
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so lregen B wnd C auf derselben Seite. — Beweis: Wenn A, B, C in einer 
Geraden g liegen, so wird g von der Ebene P zwischen A und B ge- 
troffen, zugleich auch zwischen A und C, also nicht zwischen B und C. 
Wird dagegen durch A, B, C eine Ebene bestimmt, so haben die Ebenen 
P und A BC einen zwischen A und B gelegenen Punkt der Geraden A B 
und einen zwischen A und C gelegenen Punkt der Geraden AC gemein, 
folglich eine Gerade, die zwischen A und B und zwischen A und C 
hindurchgeht; diese Gerade geht nicht zwischen B und C hindurch. 

Wenn G eine Gerade, A einen Punkt auBerhalb derselben bedeutet, 
und man nimmt in der Ebene AG einen Punkt a mit A auf derselben 
Seite von G, so kann man sagen: a liegt im Schenkel GA; man nennt 
auch A einen ,,Punkt des Schenkels GA‘“‘ und darf A bei der Bezeich- 
nung des Schenkels durch jeden Punkt desselben ersetzen. Liegt die 
Gerade G, aber nicht der Punkt A, in der Ebene P, so liegen alle Punkte 
des Schenkels GA auf derselben Seite von P. — 

Ein Verein von Ebenen, die durch einen Punkt s hindurchgehen, 
wird ein Ebenenbiindel genannt; der Punkt s heiBt der Scheitel oder 
Mittelpunkt des Biindels. Gehen die Ebenen P, Q, R, S durch den 
Punkt s, so kann man sagen: die Ebene S liegt im Biindel PQ R, wenn 
die Ebenen P, Q, R nur einen Punkt gemein haben; auch P, Q, R werden 
,»—Ebenen des Biindels PQ R“ genannt. Zur Bezeichnung des Bindels 
dienen irgend drei ihm angehoérige Ebenen, die nur einen Punkt gemein 
haben; man kann aber das Biindel PQ R auch durch den fiir den Scheitel 
eingefiihrten Buchstaben bezeichnen. 

Ein Verein von Ebenen, die (mehr als einen Punkt, mithin) eine 
Gerade G gemein haben, wird ein Ebenenbiischel genannt; die Gerade 
G heiBt die Achse des Biischels. Gehen die Ebenen P, Q, R durch die 
Gerade G, so sagt man: Die Ebene F liegt im Biischel PQ, im Biischel 
G, usw. 

Sind P, Q, R Ebenen eines Biischels G, ferner GA und GB Schenkel 
von P und Q auf verschiedenen Seiten der Ebene R, ist endlich GC 
der Schenkel von R, der den Schnittpunkt der Strecke AB mit R 
enthalt: so sagt man: Der Schenkel GC liegt zwischen den Schenkeln 
GA und GB. 

Die Schenkel GA, GB,GC,... auf den Ebenen des Biischels kénnen 
ebenso untersucht werden, wie im Strahlenbiischel die vom Scheitel 
ausgehenden Schenkel. Werden die Punkte A, B, C beliebig angenom- 
men, so ist es nicht nétig, daB von den drei Schenkeln GA, GB, GC 
einer zwischen den beiden andern liegt; davon abgesehen gelten die- 
selben Beziehungen, wie fiir Punkte in einer Geraden. Um auch die 
eine Ausnahme zu beseitigen, ist es notwendig und hinreichend, nur 
Schenkel auf derselben Seite einer durch G gelegten Ebene zu betrachten. 
Es seien im Biischel G die Ebenen P, Q, R, T gelegen; GA, GB, GC 
seien Schenkel von P, Q, R auf derselben Seite von T; die ent- 
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gegengesetzten Schenkel seien GA’, GB’, GC’. Liegt alsdann der Schen- 
kel GC zwischen den Schenkeln GA und GB, so wird auch GC’ zwischen 
GA’ und GB’ liegen; wir sagen: Die Ebene R liegt zwischen den Ebenen P 
und Q (Q und P) bei ausgeschlossener T, oder: fiir die Grenzebene T, 
und finden, daB auch T zwischen P und Q liegt fiir die Grenzebene R. 
Man sagt: P und Q werden durch R und T (oder T und R) getrennt, 
und kann die folgenden Satze aufstellen: 

Liegen die Ebenen P, Q, R, T in einem Biischel, so werden entweder 
QR durch PT getrennt, oder RP durch QT, oder PQ durch RT, und 
zwar schlieBt jede dieser Lagen die beiden andern aus. 

Liegen die Ebenen P, Q, T in einem Biischel, so kann man in thm 
die Ebene R so wihlen, daB PQ durch RT getrennt werden. 

Sind in einem Ebenenbiischel die Ebenen PQ durch eines der Paare 
RT und ST getrennt, durch das andere aber nicht, so werden PQ durch 
RS getrennt. In den andern Fillen werden PQ durch RS nicht getrennt. 

Werden in einem Ebenenbiischel die Ebenen PQ durch RT getrennt, 
so werden auch RT durch PQ getrennt. — 

Die Eigenschaften des Strahlenbiischels und des Ebenenbiischels 
hangen miteinander innig zusammen. 

Es seien @é und / Strahlen in derselben Ebene U und durch den 
Punkt M, ferner P und Q Ebenen durch e und f (von U verschieden), 
endlich G die Durchschnittslinie der Ebenen P und Q. Dann kann man 
das Strahlenbtischel ef und das Ebenenbiischel PQ aufeinander be- 
ziehen, indem man jedem Strahl des ersteren die ihn enthaltende Ebene 
des letzteren zuordnet, und ist dadurch imstande, Eigenschaften von 
Strahlen des Biischels ef auf die zugeordneten Ebenen des Biischels G 
und umgekehrt zu tibertragen. Wahlt man in e den Punkt A beliebig, 
so sind alle Punkte des Schenkels MA im Schenkel GA der zugeord- 
neten Ebene P enthalten; man kann dem Schenkel MA des Strahls e 
den Schenkel GA der Ebene P zuordnen. Wenn in der Ebene U der 
Schenkel MC zwischen MA und MB liegt, so liegt auch der Schenkel 
GC zwischen GA und GB, und umgekehrt. Der Strahl MC werde mit 
g, die Ebene GC mit R bezeichnet; iiberdies werde im Biischel ef ein 
vierter Strahl , im Biischel PQ die zugeordnete Ebene T angenommen. 
Liegen alsdann die Schenkel 1A, MB, MC auf derselben Seite von k, 
so legen die Schenkel GA, GB, GC auf derselben Seite von T, und 
umgekehrt. 

Liegen die Schenkel MA, MB, MC auf derselben Seite von k und 
zwar der Schenkel IC zwischen den beiden andern, d.h.: Werden die 
Strahlen ef durch gk getrennt, so werden die Ebenen PQ durch RT ge- 
tvennt. Auch hiervon ist die Umkehrung richtig. 
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§ 5. Vom Strahlenbiindel. 

Zwei Geraden /, m in einer Ebene bestimmen, sobald sie einen 
Punkt gemein haben, ein Strahlenbiindel Jm. Nimmt man einen Punkt 
A auBerhalb der Ebene Jm, so entsteht die Forderung, A mit dem 
Scheitel des Biindels Jm durch eine Gerade zu verbinden, d.h. durch 
A den Strahl des Biindels Jm zu legen. Diese Forderung kann ohne 
Benutzung des Scheitels erfiillt werden; die Ebenen AJ und Am haben 
namlich eine Gerade 4 gemein, und / ist der durch A gehende Strahl 
des Biindels lm. 

Wenn die Geraden / und m in einer Ebene verlaufen, so ist diese 
Konstruktion immer ausfihrbar, gleichviel ob das Vorhandensein eines 
Durchschnittspunktes von / und m bekannt ist oder nicht. Wird aber 
noch ein Punkt B auBerhalb der Ebenen /m, Al und Am angenommen 
und die Durchschnittslinie der Ebenen 
Bl und Bm mit mw bezeichnet, so wer- 
den Ebenen AB und wA bestimmt; 
wenn / und m sich in S schneiden, so 
fallen die Ebenen AB und wA mit der 
Ebene A BS zusammen, d. h. die Strah- 
len A und yw in eine Ebene; man kann 
nun zeigen, dab A und ww auch dann in 
einer Ebene liegen, wenn an den Geraden | 
und m keine Durchschneidung nachwers- 
bar ist. 

Wir haben zunachst in einer Ebene 
die Geraden / und m. Auf / wahlen 
wir die Punkte A und B beliebig und 
nehmen an, da8 m durch keinen Punkt Abb. 13. 
der Strecke AB hindurchgeht; wahlt 
man dann in der Ebene /m den Punkt C, auBerhalb / und m, nicht 
mit A und B auf derselben Seite von m, so wird die Gerade AC zwischen 
A und C, etwa in D, und die Gerade BC zwischen B und C, etwa in E, 
von m getroffen. Es liegen D und C auf derselben Seite der Geraden 
AE, aber B und C auf verschiedenen, folglich 6 und D auf verschie- 
denen, d.h. die Geraden AE und BD begegnen sich in einem Punkte F 
zwischen B und D, der zugleich zwischen A und £ liegen muB. Da A 
und D auf derselben Seite der Geraden CF liegen, B und D auf ver- 
schiedenen, folglich A und B auf verschiedenen, so begegnen sich die 
Geraden / und CF in einem Punkte G. 

Auch J und / sollen in einer Ebene liegen, aber nicht /mA in der- 
selben Ebene. Ich nehme an, daB auch A der Strecke A B nicht begegnet, 
wahle in der Ebene 7A den Punkt F’, auBerhalb 7 und 4, nicht mit A 
und B auf derselben Seite von A, und bezeichne mit E’ den Durch- 
schnittspunkt von 2 und AF’, mit D’ den von A und BF’, mit C’ 
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den von AD’ und BE’. Es liegt E’ zwischen A und F’, D’ zwischen 
B und F’, C’ zwischen A und D’, auch C’ zwischen B und E’. Die 
Geraden CC’, DD’, EE’, FF’ nenne ich c, d, e, f; keine drei liegen in 
einer Ebene, aber die Paare cd, ce, cf, ef je in einer Ebene und schneiden 
sich iiberdies; denn A und D’ liegen auf verschiedenen Seiten von c, 
A und D auf derselben Seite, folglich D und D’ auf verschiedenen, 
usw. Wenn nun m und A einer Ebene angehdren, so gehen die Geraden 
CF und C'F’ durch einen Punkt, némlich G. Denn in der Ebene mA 
verlaufen dann die Geraden d und e, nicht aber c oder /; folglich fallt 
der Punkt cd mit ce, df mit ef zusammen, und es gibt einen Punkt de, 
durch den c und / hindurchgehen, mithin eine Ebene c/, die die Punkte 
C, F, C’, F’ enthalt; der Punkt G liegt in den Ebenen /C’ und CFC’, 
also in ihrer Durchschnittslinie C’F’. Umgekehrt: Schneiden sich dte 
Geraden CF und C’F"', so gehéren m und A einer Ebene an. Denn es geht 
dann eine Ebene durch die Punkte C, F, C’, F’, oder durch die Strahlen c 
und 7; da d und e von der Ebene c/ ausgeschlossen sind, so fallt der 
Punkt cd mit df, der Punkt ce mit ef zusammen in einen Punkt cf 
oder de und die Punkte D, E, D’, E’ fallen in eine Ebene. 

Nunmehr kann ich folgenden Satz beweisen: Wenn die Strahlen- 
paare Im, 1A, md, iu, mu je durch eine Ebene verbunden werden, die 
Ebene lm aber weder i noch wu enthalt, so wird auch A mit w durch eine 
Ebene verbunden. Die bisherigen Bezeichnungen werden beibehalten ; 
wenn m oder A oder wu der Strecke AB begegnet, so haben /, m, A, us 
einen Punkt gemein, mithin A und yu eine Ebene; es ist daher nur noch 
der Fall zu betrachten, wo weder / noch A noch w der Strecke A B be- 
gegnen. In der Ebene Ju wahle ich den Punkt F”, auBerhalb / und yp, 
nicht mit A und B auf derselben Seite von mw, und konstruiere E” als 
Durchschnittspunkt von uw mit AF’, D” als Durchschnittspunkt von u 
mit BF’, C” als Durchschnittspunkt von AD” mit BE”. Da m 
und A in einer Ebene vorausgesetzt sind, so gehen die Geraden CF 
und C’F’ durch G; da m und w ebenfalls in einer Ebene voraus- 
gesetzt sind, so gehen auch die Geraden CF und C’F” durch G. 
Da hiernach die Geraden C’F’ und C’’F”’ sich schneiden, so entsteht 
eine Ebene Au. 

Infolge dieses Satzes hat es sich als vorteilhaft bewihrt, den Begriff 
des Strahlenbiindels entsprechend zu erweitern. Wenn die Strahlen e/g 
paarweise durch eine Ebene verbunden werden, aber nicht alle drei 
durch eine Ebene, oder wenn die Strahlen e/g in einer Ebene enthalten 
sind und mit einer von ihrer Ebene ausgeschlossenen Geraden durch 
Ebenen verbunden werden kénnen, so sagt man ohne Riicksicht darauf, 
wie es sich mit den Durchschneidungen verhalten mag: g liegt im 
Bundel ef, g ist ein Strahl des Biindels ef usw.; auch e und f heiBen 
wieder ,,Strahlen des Biindels ef‘. Schneiden sich e und 7, so geht g 
durch den Punkt e/ und ist ein Strahl des Biindels ef in dem bisherigen, 
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dem ,,eigentlichen‘‘ Sinne, oder kiirzer: ein Strahl des eigentlichen 
Strahlenbiindels ef, das notwendig einen Scheitel besitzt. 

Liegen die Strahlen g und h im Biindel ef, so liegen sie in einer Ebene. 
Beweis: Vorausgesetzt ist das Vorhandensein von Ebenen ef; ern 12, 
eh, fh. Der Fall, wo sowohl efg als efh je in einer Ebene liegen, erledigt 
sich von selbst; der Fall, wo weder efg noch eff in einer Ebene liegen, 
erledigt sich sofort durch den letzten Lehrsatz. Nehmen wir also an, 
daB etwa efg in einer Ebene liegen, aber nicht eff; ein gewisser Strahl k 
auBerhalb der Ebene ef la8t sich dann mit jedem der Strahlen e/g 
durch eine Ebene verbinden; nach dem letzten Satze gibt es eine Ebene 
hk, welche mindestens eine der Geraden ef ausschlieBt, etwa e; da die 
Strahlen g und / jetzt im Biindel ek liegen, ohne in die Ebene ek zu 
fallen, so findet der erwahnte Satz auf sie wieder Anwendung. 

Liegen die Sirahlen g und h im Biindel ef, so liegen.e und f im Bin- 
del gh. Beweis: Die Strahlen ef/gh liegen paarweise in einer Ebene. 
Geht nun die Ebene ef weder durch g noch durch h, so liegt entweder e¢ 
auBerhalb der Ebene gh, oder eg in einer Ebene, dann aber f auBer- 
halb dieser Ebene; beidemal ist e ein Strahl des Biindels gh, ebenso /. 
Sind efg in einer Ebene, nicht aber ef, so sind auch egh nicht in einer 
Ebene, d. h. e im Biindel gh, ebenso 7. Sind endlich efgh in einer Ebene, 
so ]aBt sich eine gewisse Gerade k auBerhalb der Ebene e/ mit jedem 
der Strahlen e, /, g durch eine Ebene verbinden; da k im Biindel ef, 
so 14Bt sich k auch mit # durch eine Ebene verbinden, und man erkennt 
wieder e und / als Strahlen des Biindels gh. 

Ist e’ ein von f verschiedener Strahl des Biindels ef, so fallt das Strahlen- 
biindel ef mit ef zusammen. Beweis: Bedeutet g einen Strahl des Biin- 
dels ef, so ist g entweder von e’ verschieden oder nicht; im ersten Falle 
liegt f im Bindel ge’, d.h. g im Biindel e’/; im zweiten Falle wird g 
ebenfalls ein Strahl des Biindels e’/ genannt. Jeder Strahl des Biindels 
ef gehért also zum Biindel e’f. Ebenso gehért umgekehrt jeder Strahl 
des Biindels e’/ zum Biindel e/, da e ein von f verschiedener Strahl des 
Biindels e’f ist. 

Sind e' und f' beliebige Strahlen des Biindels ef, so sind die Biindel ef 
und e'f identisch. Beweis: Der Strahl e’ ist mindestens von einem der 
Strahlen e und f verschieden, etwa von /; die Biindel ef und e’} fallen 
dann miteinander zusammen, weiter auch die Biindel e’f und é’/’. 

Bei der Angabe des Biindels ef darf ich hiernach e und f durch be- 
liebige Strahlen des Biindels ef ersetzen. Wir werden zur Bezeichnung 
eines Strahlenbiindels bisweilen einen besonderen Buchstaben benutzen ; 
wenn das Biindel einen Scheitel besitzt (eigentliches Strahlenbiindel), 
s0 wahlen wir fiir Biindel und Scheitel denselben Buchstaben, so daB 
jede Bezeichnung des Biindels auch Bezeichnung des Scheitels ist. 
Durch zwei beliebige Strahlen e und f in einer Ebene kann man ein Biindel 
legen. Ein solches Biindel kann mit ef bezeichnet werden. Jedes Bimdel 
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ist durch zwei beliebige ihm angehirige Strahlen bestimmt. — Auch ein 
beliebiger Verein von Strahlen eines Biindels wird ein Strahlenbiindel 
genannt. Solche Strahlen werden paarweise durch Ebenen verbunden ; 
umgekehrt jedoch ist diese Eigenschaft nur dann entscheidend, wenn 
die Strahlen nicht durch eine einzige Ebene verbunden werden konnen. 
Liegen die Strahlen in einer Ebene, so mu8B es médglich sein, jeden von 
ihnen mit einer und derselben auBerhalb ihrer Ebene befindlichen Ge- 
raden durch eine Ebene zu verbinden. Demnach sind Strahlen, die 
paarweise durch eine Ebene verbunden werden, aber nicht in einem 
Biindel liegen, allemal in einer Ebene enthalten. 

Ein Verein von Strahlen, die in einer Ebene und zugleich in einem 
Biindel liegen, wird ein Strahlenbiischel genannt, und insbesondere ein 
eigentliches Strahlenbiischel, wenn sie einen Punkt gemein haben. Liegen 
efg in einem Biischel, so sagen wir: g liegt im Biischel ef, usw. Zur 
Bezeichnung des Biischels in diesem Sinne darf man zwei beliebige von 
seinen Strahlen benutzen, einen einzelnen Buchstaben, namlich den fiir 
das Biindel eingefiihrten, nur dann, wenn die Ebene besonders an- 
gegeben ist. 

Ziehen wir jetzt zwei Strahlenbiindel S und T in Betracht. Es 
wird vorkommen, daf{ beide Biindel einen Strahl g enthalten; denn 
wenn eine Gerade g gegeben ist, so kann man verschiedene Biindel mit 
ihr konstruieren; aber ein zweiter Strahl h des Biindels S ist niemals 
in T gelegen. Der Strahl g ist durch die Angabe, da8B er zu den Biindeln 
S und TJ gehort, eindeutig bestimmt; ich will ihn daher mit ST oder 
TS bezeichnen, gleichviel ob S und T auch Punkte vorstellen oder 
nicht. Um die Ausdrucksweise moglichst ebenso einzurichten, wie wenn 
S und T Punkte waren, will ich sagen: S ist ein Strahlenbiindel der Ge- 
vaden g, das Biindel S gehért zur Geraden g, usw. Dann ist jede Gerade 
durch zwei beliebige von thren Strahlenbiindeln bestimmt. Kann man aber 
in zwei beliebige Strahlenbiindel allemal eine Gerade legen? Diese 
Frage kénnen wir schon jetzt beantworten, wenn bei einem der ge- 
gebenen Biindel ein Scheitel bekannt ist, etwa bei J; im Biindel S 
nimmt man zwei Strahlen an, / und m, nicht mit dem Punkte T in 
einer Ebene, und erhalt den Strahl ST als Durchschnittslinie der 
Ebenen /T und mT. In ein beliebiges und ein eigentliches Strahlenbiindel 
kann man stets eine Gerade legen. Aber in dem andern Falle kénnen 
wir hier keine Antwort erteilen. 

Indem wir dazu iibergehen, drei Strahlenbiindel S, T, U zu be- 
trachten, miissen wir uns von vornherein auf den Fall beschranken, 
wo wenigstens fiir eines derselben ein Scheitel bekannt ist, etwa fiir U. 
Die Strahlen SU und TU, die alsdann immer bestimmt sind, haben 
einen Punkt gemein, und man kann durch sie eine Ebene legen. Damit 
diese Ebene nicht unbestimmt bleibe, miissen wir voraussetzen, daB 
die Strahlen SU und TU voneinander verschieden, d.h. daB S, T, U 
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nicht Bindel einer Geraden sind. Ich will die Strahlen SU, TU mit 
e, f und die Ebene ef mit P bezeichnen. Die Beziehung der Ebene P 
zum Bindel U ist folgende: P geht durch den Scheitel des Biindels U; 
wenn ich einen beliebigen Punkt A der Ebene P mit U verbinde, so 
ist der Strahl AU in der Ebene P enthalten. In ahnlicher Beziehung 
steht die Ebene P zum Biindel S. Sie ist durch einen Strahl e des 
Bindels gelegt; nehme ich nun in P den Punkt B beliebig (nicht in e) 
und bezeichne den Strahl BS mit g, so entsteht eine Ebene eg und 
fallt mit eB zusammen, d. h. g ist eine Gerade von P; fiir jeden Punkt B 
der Ebene P (der nicht Scheitel von S ist) fallt also der Strahl BS 
gangeiny P- 

Sobald die Ebene P einen Strahl des Strahlenbiindels S enthalt, 
wollen wir sagen: S ist ein Strahlenbiindel der Ebene P. Dann ist die 
soeben gemachte Bemerkung folgendermaBen auszudriicken: Wenn B 
ein Punkt und S ein Strahlenbiindel der Ebene P ist, so liegt die Ge- 
rade BS in der Ebene P. Und wir schlieBen aus der Definition: Ist g 
eine Gerade der Ebene P, so ist jedes Biindel von g ein Biindel von P. 

Wir miissen jetzt die Biindel S, 7, U Bindel der Ebene P nennen, 
die durch die Strahlen e und / gelegt worden ist. In zwei beliebige und 
ein eigentliches Strahlenbiindel kann man stets eine Ebene legen. Eine 
solche Ebene mu8 (bei der vorigen Bezeichnung) die Strahlen SU und 
TU enthaiten, die voneinander verschieden sind, wenn die Biindel 
S, T, U nicht zu einer Geraden gehéren. Eine Ebene ist bestimmt, wenn 
man von thr zwei beliebige und ein ergentliches Strahlenbiindel kennt und 
die drei Biindel nicht zu einer Geraden gehoren. Sind S, T, U solche Biin- 
del, so bezeichne ich die durch sie bestimmte Ebene mit STU. Wenn 
bei keinem der drei Biindel ein Scheitel bekannt ist, so kénnen wir 
hier nicht entscheiden, ob sie Biindel einer einzigen Ebene, tiberhaupt 
Bindel einer Ebene sind. 

Es hat sich vorhin ergeben, da eine Gerade, die mit einer Ebene 
einen Punkt und ein Biindel gemein hat, ganz in der Ebene liegt. Dieser 
Satz laBt sich dahin erweitern, daB jede Gerade g, die mit einer Ebene P 
zwei Biindel S und T gemein hat, zur Ebene P gehdrt. Nehme ich in der 
Tat den Punkt A in der Ebene P beliebig (auBerhalb g), so ist der 
Strahl 4S von g verschieden und bestimmt mit g, da beide im Biindel S 
liegen, eine Ebene, zu der die Biindel A, S und TJ gehoren, d. i. die 
Ebene AST, die mit P zusammenfallt; folglich ist g eine Gerade von P. 

In ein Strahlenbiindel S und durch eine Gerade g kann man stets eine 
Ebene legen. Denn sind A und B Punkte von g, so kann man in die 
Biindel A, B und S eine Ebene legen. Eine Ebene ast bestimmt, wenn man 
von thy eine Gerade g und ein nicht zu der Geraden gehoriges Biindel S kennt. 
Denn sie enthalt (bei der vorigen Bezeichnung) die Biindel A, B und 5. 

Zwei Geraden, die ein Biindel gemein haben, lassen sich stets durch 
eine Ebene verbinden. 
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Fiigen wir noch hinzu: Jede Ebene ist durch zwei beliebige von thren 
Geraden bestimmt, und: Wenn zwei Ebenen ein eigentliches Biindel gemein 
haben, so haben sie eine Gerade gemein, so sind jetzt die Beziehungen 
zwischen Punkten, Geraden und Ebenen, die die Satze 4, 5 des ersten 
und 2—9 des zweiten Paragraphen enthalten, in Beziehungen zwischen 
Strahlenbiindeln, Geraden und Ebenen verwandelt. Man sieht, da 
nicht iiberall fiir die Punkte beliebige Strahlenbiindel eingesetzt werden 
kénnen; wo ein Punkt gegeben ist, hat man nicht bloB ein Strahlen- 
biindel, sondern an diesem auch einen Scheitel; mit dem eigentlichen 
Strahlenbiindel wird daher in gewissen Fallen mehr erreicht. Anders 
verhalt es sich da, wo das Vorhandensein von Punkten ermittelt werden 
soll. Wenn man nicht nach einem Punkte, sondern nach einem Biindel 
fragt, und darauf verzichtet, iber den Scheitel des Biindels etwas fest- 
zustellen, so erhalt man eine Antwort in einigen Fallen, wo die Frage 
nach einem eigentlichen Biindel unbeantwortet blieb. 

Von zwei Geraden in einer Ebene, oder von einer Geraden und einer 
Ebene konnten wir nicht behaupten, da sie sich immer in einem 
Punkte schneiden. Aber ein Strahlenbiindel haben zwei Geraden in einer 
Ebene stets gemein. Und: Ein Strahlenbiindel hat die Gerade g mit der 
Ebene P allemal gemein; denn ist A ein Punkt der Ebene P auBerhalb 
der Geraden g, so geht durch A eine Gerade hf, die zu den Ebenen gd 
und P gehort, also durch g und / ein Strahlenbiindel, das zu g und P 
gehort. 

Wir konnten nicht behaupten, da zwei Ebenen immer Punkte 
gemein haben, oder dab drei Ebenen stets durch einen Punkt gehen, 
selbst wenn sie sich paarweise durchschneiden. Aber gemeinschaftliche 
Strahlenbiindel lassen sich bei zwet Ebenen P und Q stets erzeugen; denn 
ist g eine Gerade von Q, so gibt es ein Biindel, das zu g und P, mithin 
zu P und Q gehort. Freilich bleibt es, solange kein gemeinsames eigent- 
liches Biindel bekannt ist, unentschieden, ob die Ebenen eine Gerade 
gemein haben, d.h. ob die gemeinsamen Biindel zu einer Geraden ge- 
héren. Und: Drei Ebenen P, Q, R haben ein Strahlenbiindel gemein, 
wenn zwei von thnen, Q und R, sich durchschneitden; denn die Ebene P 
hat mit der Geraden QR ein Biindel gemein, und alle Biindel der Ge- 
raden QR sind Biindel von Q und R. 

Von dem Versuche, Strahlenbiindel fiir die Punkte einzufiihren, 
werden die oben nicht genannten Satze der beiden ersten Paragraphen 
nicht berithrt. In diesen Satzen tritt ein auf drei Punkte einer Ge- 
raden beziiglicher Begriff auf, der sich nicht auf beliebige Strahlen- 
biindel einer Geraden iibertragt; von drei Punkten in einer Geraden 
ist némlich allemal einer ,,zwischen den beiden andern“ gelegen. Ich 
kénnte bei drei eigentlichen Strahlenbiindeln einer Geraden mich einer 
entsprechenden Ausdrucksweise bedienen, ich miiBte sie jedoch gleich 
von vornherein auf eigentliche Biindel beschranken. Demgema8 wird 
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die Verallgemeinerung, um die es sich handelt, sich nicht auf solche 
Satze erstrecken, zu deren Formulierung jener Begriff oder aus ihm ab- 
geleitete Begriffe erforderlich sind. Dagegen diirfen wir fiir alle anderen 
Satze von jetzt an die Verallgemeinerungen nehmen, die wir gewonnen 
haben, und zu denen noch einige neue Satze hinzugetreten sind. 

Fur spatere Zwecke fiige ich hier noch folgende Betrachtung an. 

In einem eigentlichen Biindel S wahle ich sechs Strahlen af yx’ p’ y’, 
indem ich festsetze, daB nur dann drei von ihnen in einer Ebene liegen 
diirfen, wenn sie eine der Verbindungen 

Bya', yoB, aBy", Bry'a, ya'B, a! B'y 
bilden. Die sechs Strahlen sind dann voneinander verschieden, ebenso 
die drei Ebenen aa’, BB’, yy’; in keinem der sechs Strahlen treffen 
sich zwei von den drei Ebenen. Auch die sechs Ebenen By, ya, «B, 
B’y’, ya’, «B’ sind voneinander und von den Ebenen aa’, Bf’, yy’ ver- 
schieden; ich bezeichne sie mit ABCA’ B’C’. Die Ebenen YA und B 
gehen durch y, aber nicht die Ebenen © und ’; folglich gehen weder 
WBE noch 2B’ durch eine Gerade. Von den sechs Ebenen kénnen 
also nur dann drei durch eine Gerade gehen, wenn sie eine der Ver- 
bindungen 
BEM’, CAB’, ABC’, VE'A, CW'S, wA'B’'C 

bilden. Endlich sind die drei Geraden 2%’, 8B’, €C’ voneinander und 
von aBya'B’y’ verschieden; auf keiner der sechs Ebenen liegen zwei 
von den drei Geraden. 

Die Ebenen ««’, Bf’, yy’ kénnen sich in einer Geraden treffen. Die 
Geraden 212’, BB’, CC’ k6nnen in eine Ebene fallen. 

Die Gerade 2’ liegt nicht in der Ebene ££’; denn sonst lage sie 
in den Ebenen fy und ff’, und diese hatten mehr als eine Gerade 
gemein. Treffen sich also die Ebenen aa’, 66’, yy’ in einer Geraden, 
so ist diese nicht bloB von aBya’B’y’ verschieden, sondern auch von 
2’, BB’, CC’. Fallen die Geraden 2A’, BB’, CC’ in eine Ebene, so 
ist diese verschieden von %BC%A' BC’, sowie von aa’, BB’, yy’. 

Ventura Reyes y Prosper hat nun in den Mathematischen Annalen 
Band 32, Seite 157, 1888, einen Beweis fiir folgenden Satz gegeben: 

Gehen die Ebenen ax’, BB’, yy’ durch eine Gerade g, so legen die Ge- 
vaden UMN’, BB’, CC’ in einer Ebene. 

Zum Beweise wahle man (Abb. 14) auf «, «’ Punkte a, a’ auf verschiede- 
nen Seiten von g,so daB g die nicht durch S gehende Gerade aa’ zwischen a 
und a’ trifft, etwa in O; dann auf f’ einen nicht mit O auf derselben 
Seite von f gelegenen Punkt 0’, so daf B die nicht durch S gehende 
Gerade Ob’ zwischen O und 0’ trifft, etwa in 6, und die Punkte Oaa’' bb’ 
in eine den Punkt S nicht enthaltende Ebene £ fallen; endlich auf y 
einen nicht in E und nicht mit O auf derselben Seite von y’ gelegenen 
Punkt c, so daB y’ die nicht durch S gehende Gerade Oc zwischen O 


4() § 6. Ausgedehntere Anwendung des Wortes ,,Punkt“. 


und c trifft, etwa in c’, aber die durch O laufenden Geraden aa’, 60’, Ce 
nicht in eine Ebene fallen. In der Ebene Obc liegen O und c¢ auf ver- 
schiedenen Seiten der Geraden 0’c’, O und 6 auf derselben Seite, mit- 
hin b und c auf verschiede- 
nen Seiten ; in der Ebene Oca 
liegen O und c auf verschie- 
denen Seiten der Geraden 
c‘a’, O und a auf derselben 
Seite, mithin c und a auf 
verschiedenen Seiten; in der 
ADR LL Ebene Oab liegen O und 0’ 
auf verschiedenen Seiten der 
Geraden ab, O und a’ auf derselben Seite, mithin a’ und 0’ auf verschie- 
denen Seiten. Folglich werden die Geraden bc, ca, ab von den Gera- 
den 6’c’, c’a’, a'b’ geschnitten, etwa in A, B, C, und diese drei Punkte 
liegen in der Ebene abc und zugleich in der Ebene a’b’c’, mithin auf 
einer Geraden. In den Strahlen SA, SB, SC schneiden sich aber die 
Ebenen By und fy’, ya und y’«’, a8 und «’f’. 
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Wir kénnten auf dem Standpunkte, den wir jetzt einnehmen, das 
Wort ,,Punkt“ ganzlich entbehren und statt dessen blo8 von Strahlen- 
biindeln (beliebigen und eigentlichen) sprechen. Wir kénnten dann 
eine Reihe von Beziehungen, zu denen wir allmahlich gelangt sind, in 
eine viel geringere Anzahl von Satzen zusammenfassen. Aber wenn 
die Darstellung bei einer solchen Anderung an Kiirze gewinnt, so wiirde 
sie zugleich an Anschaulichkeit verlieren, da das Wort ,,Strahlenbiindel‘‘ 
weit kompliziertere Vorstellungen veranlaBt, als zur Auffassung der 
geometrischen Entwicklungen notig und fdérderlich ist. 

Dieser Nachteil wird vermieden, wenn man, statt den Gebrauch des 
Wortes Punkt aufzugeben, ihn vielmehr in derselben Weise ausdehnt, 
wie es an dem Worte ,,Strahlenbindel“ gezeigt worden ist. Wir treffen 
in der Tat die Bestimmung, da8 das Wort ,,Punkt‘‘ nicht mehr in der 
bisherigen Bedeutung angewendet werden soll, daB vielmehr (implizite 
Definition) mit der Aussage ,,das Strahlenbiindel S gehort zur Geraden ge‘ 
fortan gleichbedeutend sein soll die Aussage ,,der Punkt S liegt in der 
Geraden g‘*, und daB, wo das Strahlenbiindel S als ein eigentliches be- 
zeichnet wird, auch der Punkt S ein eigentlicher Punkt genannt werden 
soll’). Der Ausdruck ,,eigentlicher Punkt‘‘ wird also von nun an genau 
dasjenige bedeuten, was bisher unter Punkt schlechthin verstanden 


*) Vgl. Staudt: Geometrie der Lage, 1841, § 5, wo jedoch als uneigentliche 
Punkte nur die sog. unendlich fernen Punkte der Euklidischen Geometrie er- 
scheinen. In umfassenderem Sinne hat F. Klein ,,uneigentliche’‘ oder ,,ideale‘‘ 
Punkte eingefiihrt: Math. Ann. Bd. 4, S, 624. 1871; Bd. 6, S. 181 u. 141. 1873. 
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wurde; dadurch eben wird das mit keiner naheren Bestimmung ver- 
sehene Wort ,,Punkt‘ zu allgemeinerer Anwendung verfiigbar. 

Liegt der Punkt S in einer Geraden der Ebene P, so sagt man: der 
Punkt S liegt in der Ebene P. Dies ist demnach gleichbedeutend mit 
der Aussage: das Strahlenbiindel S gehért zur Ebene P. 

Derselbe Vorgang wiederholt sich in der Mathematik bei zahlreichen 
ahnlichen Gelegenheiten. So ist man nach der allmahlichen Erweiterung 
des Begriffs, der mit dem Worte ,,Zahl‘‘ verbunden wird, genotigt, den 
Ausdruck ,,reelle positive ganze Zahl“ da anzuwenden, wo im Anfange 
das Wort ,,Zahl‘‘ ohne Zusatz geniigte; man muB die Funktion, auf 
die das Wort ,,Potenz‘ sich urspriinglich bezog, spaterhin eine ,,Potenz 
mit reellem positiven ganzen Exponenten“ nennen, usw. Kiirzer wiirde 
man von ,,eigentlichen“ Zahlen, ,,eigentlichen‘‘ Potenzen usw. sprechen. 
Wie man aber nur bei reellen Zahlen die einen ,,gré8er‘ als die andern 
nennt, so kann in der Geraden nur bei drei eigentlichen Punkten davon 
die Rede sein, da einer ,,zwischen den beiden andern“ liegt. Dieser 
Begriff und vor der Hand auch alle mit seiner Zuziehung definierten 
Begriffe bleiben mithin auf eigentliche Punkte beschrankt. Im wbrigen 
jedoch behalten die bisherigen Definitionen und Bezeichnungen ihre 
Giltigkeit. Man sagt, daB die Geraden g und h sich schneiden, sobald 
ein (und zwar nur ein) Punkt in beiden liegt, ohne daB ein gemein- 
schaftlicher eigentlicher Punkt gefordert wird; man nennt einen Verein 
von Ebenen, die einen beliebigen Punkt gemein haben, ein Ebenen- 
bindel, diesen Punkt den Scheitel des Ebenenbiindels usw. 

An die Stelle der Satze 4 und 5 des ersten und 2—9 des zweiten Para- 
graphen treten jetzt die folgenden. 

1. Durch einen beliebigen und einen eigentlichen Punkt kann man 
stets eine Gerade ziehen. 

2. Jede Gerade ist durch zwei beliebige von ihren Punkten bestimmt. 

3. Durch zwei beliebige und einen eigentlichen Punkt kann man 
stets eine Ebene legen. 

4. Jede Ebene ist bestimmt, wenn von ihr zwei beliebige und ein 
eigentlicher Punkt gegeben sind und diese drei Punkte nicht in gerader 
Linie liegen. 

5. Eine Gerade, die mit einer Ebene zwei Punkte gemein hat, liegt 
ganz in ihr. 

6. Durcheine Gerade und einenPunkt kann manallemaleineEbene legen. 

7. Eine Ebene ist bestimmt, wenn man von ihr eine Gerade und 
einen Punkt auBerhalb der Geraden kennt. 

8. Durch zwei Geraden, die einen Punkt gemein haben, kann man 
immer eine Ebene legen. 

9. Jede Ebene ist durch zwei beliebige von ihren Geraden bestimmt. 

10. Wenn zwei Ebenen einen eigentlichen Punkt gemein haben, so 
haben sie eine Gerade gemein. 
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11. Zwei Geraden in einer Ebene haben stets einen Punkt gemein. 

12. Eine Gerade und eine Ebene haben stets einen Punkt gemein. 

13. Zwei Ebenen haben stets Punkte gemein. 

14. Drei Ebenen, von denen zwei sich in einer Geraden schneiden, 
haben stets einen Punkt gemein. — 

Eine beliebige Gruppe von Punkten, Geraden und Ebenen werde 
eine Figuy genannt; dabei werden nicht blo8 eigentliche Punkte 
zugelassen, sondern beliebige. Jede Figur kann erweitert werden. 
Es kénnen entweder andere Punkte, Geraden, Ebenen nach Willkiir 
hinzutreten oder aus der Figur weitere Punkte als Schnittpunkte 
ihrer Geraden und Ebenen, weitere Geraden und Ebenen durch Ver- 
bindung ihrer Punkte und Geraden abgeleitet (konstrwiert) werden. Das 
Gebiet der Konstruktion ist aber allemal ein begrenztes, worin man 
ebene Flachen, gerade Strecken und eigentliche Punkte teils gegeben 
vorfindet, teils nach irgendwelchen Vorschriften mit Benutzung der 
gegebenen Stiicke verzeichnet. Wird nun im Verlaufe der Konstruktion 
ein Punkt E als Durchschnittspunkt zweier Geraden / und m definiert. 
zu denen Strecken jenes Gebietes gehéren, so braucht ein solcher Durch- 
schnittspunkt innerhalb des Gebietes nicht zu bestehen, und wenn er 
sich dort nicht vorfindet, so sind statt seiner bei der Fortsetzung der 
Konstruktion die ihn darstellenden Geraden / und m zu verwenden. 
Aber man muB beachten, daB die Méglichkeit, zwei Punkte durch eine 
Gerade oder drei Punkte durch eine Ebene zu verbinden, nur feststeht, 
wenn wenigstens einer von ihnen ein eigentlicher Punkt ist. 

Ob ein Punkt im Verlaufe der Konstruktion als eigentlicher Punkt 
herauskommt oder nicht, hangt von der gegebenen Figur ab. Bis 
jetzt verfiigen wir nur iiber ein einziges Mittel, eine solche Frage zu 
entscheiden; dies ist der 10. Lehrsatz des § 2, der im dritten und vierten 
Paragraphen noch andere Fassungen erhalten hat. — 

Die Abbildungen, an denen wir bisher die Ableitung der Lehrsatze 
verfolgen konnten, bestehen aus eigentlichen Punkten, geraden Strecken 
(Staben) und ebenen Flachen (Platten), die die Punkte, Geraden und 
Ebenen, um die es sich handelt, zur Darstellung bringen. Ist von drei 
eigentlichen Punkten A, B, C die Rede, die in gerader Linie liegen, 
so nimmt man in die Abbildung eine Strecke auf, zu der A, B, C ge- 
horen; soll der Punkt C zwischen den beiden andern liegen, so bringt 
man ihn sogleich in entsprechender Weise an, usw. Wahrend des Be- 
weises wird in der Regel eine Erweiterung der Abbildung nétig. Wenn 
nun beispielsweise urspriinglich eine Gerade g und zwei eigentliche 
Punkte D und E in einer Ebene mit g, aber auf verschiedenen Seiten 
von g, vorkommen und weiterhin auch die Gerade DE und ihr Schnitt- 
punkt F mit der Geraden g in die Betrachtung aufgenommen werden, 
so vermerkt man eine Strecke der Geraden DE und den eigentlichen 
Punkt F in der Abbildung. So wird jede in dem betreffenden Satze 
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gemachte Voraussetzung oder zum Beweise geforderte Konstruktion in 
anschaulicher Form festgehalten und die Ubersicht iiber alle Beziehun- 
gen erleichtert, die beim Anblick der Abbildung rascher in das Gedacht- 
nis zurickkehren und die Erfindungskraft lebhafter anregen, als auf 
anderem Wege. 

Die Fortsetzung unserer Betrachtung bringt uns nun in die Lage, 
Lehrsatze, in denen beliebige Punkte vorkommen, durch Abbildungen 
zu erlautern. Jeder solche Punkt kann in der Abbildung als eigent- 
licher Punkt angenommen oder bloB durch zwei seiner Geraden an- 
gedeutet werden. Demgemaf% kann man in bezug auf jeden solchen 
Punkt zwei Falle zur Darstellung bringen, und mit der Anzahl der 
Punkte wird die der darzustellenden Falle sich sehr rasch vermehren. 
Aber es ist nicht immer notwendig, auf die verschiedenen Falle Riick- 
sicht zu nehmen. Wo im Beweise selbst mehrere Falle unterschieden 
werden, da mag man auch die einzelnen Falle an besonderen Abbildungen 
erlautern. Wird der Beweis jedoch einheitlich gefihrt, so erfillt eine 
Abbildung, die irgendeinen Fall veranschaulicht, vollkommen ihren 
Zweck. Denn die Zuziehung der Abbildung ist ttberhaupt nichts Not- 
wendiges. Sie erleichtert wesentlich die Auffassung der in dem Lehr- 
satze ausgesprochenen Beziehungen und der etwa zum Beweise an- 
gewandten Konstruktionen; sie ist iberdies ein fruchtbares Mittel, um 
solche Beziehungen und Konstruktionen zu entdecken. Aber wenn man 
das Opfer an Mithe und Zeit nicht scheut, so kann man beim Beweise 
eines jeden Lehrsatzes die Abbildung fortlassen; der Lehrsatz ist eben 
nur dann wirklich bewiesen, wenn der Beweis von der Abbildung voll- 
kommen unabhangig ist. 

Den geometrischen Inhalt der Kernsatze kann man ohne entspre- 
chende Figuren nicht erfassen; sie sagen aus, was an gewissen, 
sehr einfachen Figuren beobachtet worden ist. Die Lehrsatze wer- 
den nicht durch Beobachtungen begriindet, sondern bewiesen; jeder 
Schlu8, der im Verlaufe des Beweises vorkommt, mu an der Figur 
seine Bestatigung finden, aber er wird nicht aus der Figur, sondern 
aus einem bestimmten vorhergegangenen Satze (oder aus einer Defi- 
nition) gerechtfertigt. Ich habe die betreffenden Satze anfangs immer 
genau angegeben; aber auch da, wo die Angabe der Kiirze wegen unter- 
blieben ist, konnte ich mich allemal auf einen bestimmten Satz be- 
rufen. Wenn man von dieser Auffassung im geringsten abweicht, so 
verliert der Sinn des Beweisverfahrens iiberhaupt jede Bestimmtheit. 

Bei Ewvklid sehen wir zwischen den Kernsiatzen und den Lehrsatzen 
duBerlich eine deutliche Trennung vollzogen. Im ersten Buche der 
Elemente stehen 35 Definitionen an der Spitze; diese sollen fiir das 
erste Buch das vorstellen, was wir ein Verzeichnis der Kernbegriffe 
und abgeleiteten Begriffe nennen wiirden, jedoch ohne scharfe Unter- 
scheidung. Sodann werden 3 Postulate und 12 Axiome angefihrt; 
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diese 15 Sdtze sind als Kernsadtze zu betrachten. Ihnen laBt Euklid 
die Theoreme folgen, in der Meinung — so darf man wohl annehmen —, 
bis dahin alles in Bereitschaft gesetzt zu haben, womit die Satze des 
ersten Buches bewiesen werden kénnen. Aber schon der erste Beweis 
1aBt die Unvollstandigkeit der Sammlung erkennen. Es handelt sich 
darum, zu zeigen, daB (in einer Ebene) auf jeder geraden Strecke AB 
ein gleichseitiges Dreieck konstruiert werden kann. Zu dem Zweck 
wird (in jener Ebene) um den Punkt A mit dem Halbmesser A B ein 
Kreis beschrieben, ebenso um den Punkt B; vom Punkte C, in dem 
die beiden Kreise sich schneiden, zieht man gerade Strecken nach 
A und B. Fiir jeden Schritt des Beweises und jede in ihm gebrauchte 
Konstruktion mu nun die Rechtfertigung erbracht werden, und zwar 
mittels eines vorher aufgestellten Satzes. Daf die beiden Kreise um 
A und B mit dem Halbmesser A B existieren, folgt in der Tat aus dem 
dritten Postulat, wonach gefordert werden darf, (in einer Ebene) um 
jeden Punkt in jedem Abstande einen Kreis zu beschreiben. Daf die 
geraden Strecken AC und BC existieren, folgt aus dem ersten Postulate, 
wonach gefordert werden darf, von jedem Punkte nach jedem andern eine 
gerade Strecke zu ziehen. Also beziiglich der beiden Kreise und der 
beiden Strecken ist Euklid imstande, die erforderlichen Hinweise auf 
friihere Satze zu geben. Es ist aber, unmittelbar nachdem die beiden 
Kreise eingefiihrt sind, vom Punkte C die Rede, in dem sie sich schneiden. 
Nach welchem Satze existiert ein derartiger Punkt? Bei Euklid findet 
sich keine darauf beziigliche Angabe, und diese Liicke kann auch aus 
seinem Material nicht erganzt werden, denn es geht dem ersten Lehr- 
satze keine Aussage voran, wonach jene Kreise sich schneiden miissen. 

Wenn es also Euklids Absicht war, den Lehrsatzen des ersten Buches 
alle Beweismittel voranzuschicken, um sich spater bei jedem Schlusse 
und jeder Konstruktion darauf berufen zu kénnen, so hat er seine Ab- 
sicht nicht vollstandig erreicht. Er hatte beispielsweise in Riicksicht 
auf das erste Theorem den Satz mit aufnehmen miissen: ,,Zwei Kreise 
in einer Ebene, deren jeder durch den Mittelpunkt des andern hindurch- 
geht, schneiden sich‘‘; dieser Satz muBte entweder ein Axiom abgeben 
oder als Theorem auf einen Beweis gestiitzt werden. DaB hier die dem 
Satze vom gleichseitigen Dreieck beigegebene Abbildung allein irre- 
gefiihrt hat, erkennt man sofort, wenn man den Beweis ohne die Ab- 
bildung herzustellen versucht. Nach wie vor kann man dann die beiden 
Kreise einfithren, weil man iiber das dritte Postulat verfiigt ; um jedoch 
von da weiterzukommen, fehlt jede Handhabe, solange man keine Ab- 
bildung ver Augen hat. Die Abbildung freilich 148t nicht in Zweifel 
dariiber, ob der Punkt C existiert. Aber die Abbildung 148t auch die 
Existenz der Kreise um A und B und der Strecken AC und BC nicht 
zweifelhaft, und doch wird die Tatsache, daB solche Kreise und Strecken 
moglich sind, besonders ausgesprochen und angefiihrt. Mit welchem 
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Rechte werden nun von den Tatsachen, auf denen die Konstruktion 
beruht, und die kaum in verschiedenem Grade einleuchtend und durch 
einfache Beobachtungen verbiirgt sind, die einen ausdriicklich formu- 
liert, die andern aber nicht? 

Zwischen den Beweisgriinden, die in der Anwendung friiherer Satze 
und Definitionen bestehen, und andern irgendwelcher Natur werden 
wir nicht versuchen, eine Grenze zu ziehen — was schwerlich gelingen 
dirfte —, sondern wir werden nur diejenigen Beweise anerkennen, in 
denen man Schritt fiir Schritt sich auf vorhergehende Satze und De- 
finitionen beruft oder berufen kann. Wenn zur Auffassung eines Be- 
weises die entsprechende Abbildung unentbehrlich ist, so geniigt der 
Beweis nicht den Anforderungen, die wir an ihn stellen, — Anforde- 
rungen, die erfiillbar sind; bei einem vollkommenen Beweise ist die Ab- 
bildung entbehrlich. Nicht bloB in der von Ewklid iiberlieferten Form 
tragen zahlreiche Beweise der Geometrie jene Unvollkommenheit an 
sich, sondern auch nach den vielfachen Umgestaltungen, die sie im 
Laufe der Zeit erfahren haben; nur daB bei Euklid die Irrtiimer rein 
zutage treten und nirgends durch Worte verhiillt sind. — Man darf 
nicht einwenden, daB haufig, ohne Anfertigung der Abbildung, durch 
ihre bloBe Vorstellung der Zweck erreicht werden kann. Die vorge- 
stellte Abbildung ist nur zulassig, sofern sie mit einer wirklichen iiber- 
einstimmt. Aber selbst wenn irgendeine der Einbildungskraft allein ent- 
stammende Figur Berechtigung hatte, so waren wir nicht der Ver- 
pflichtung iiberhoben, von den aus ihr entnommenen Beweismitteln 
sorgfaltig Rechenschaft zu geben). 

Sobald man der Abbildung keine andere als die eben beschriebene 
Rolle zugesteht, geniigt ttberall, wo in Lehrsaétzen und Beweisen nicht 
mehrere Falle unterschieden werden, eine einzige nach Belieben ent- 
wortene Abbildung. Demgema8 wird man unbedenklich, wo beliebige 
Punkte vorkommen, diese in den Abbildungen nach Méglichkeit durch 
eigentliche Punkte wiedergeben, selbst dann, wenn es sich gerade um 
den Fall der eigentlichen Punktenicht handelt. Daf z. B. drei Geraden den 
beliebigen Punkt G gemein haben sollen, kann ich wirksam in der Ab- 
bildung nur anbringen, indem ich G als eigentlichen Punkt annehme, 
und es ist mir allemal nur darum zu tun, die wirksamste Abbildung zu 
benutzen. Freilich mu8 dann mit um so gréBerer Vorsicht geprift 
werden, ob die einzelnen Punkte sich durch Zufall oder mit Notwendig- 
keit als eigentliche ergeben haben. 


§ 7. Ausgedehntere Anwendung des Wortes ,,Gerade“. 

Die bisherigen Erérterungen haben nicht entschieden, ob man durch 
zwei beliebige Punkte eine Gerade ziehen kann, ob gemeinschaftliche 
Punkte zweier Ebenen in einer Geraden liegen, ob eine Ebene durch 


1) Siehe noch § 12 am Ende. 
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drei beliebige ihr angehérige und nicht in einer Geraden enthaltene 
Punkte bestimmt ist, ob man durch drei beliebige Punkte eine Ebene 
legen kann. Die drei ersten Fragen hangen miteinander eng zusammen 
und sollen jetzt in Erorterung gezogen werden; die 
vierte bleibt dabei zu besonderer Untersuchung vor- 
behalten. 

Es seien A und B beliebige Punkte. Wenn ich 
einen eigentlichen Punkt D zuziehe, so daB ABD 
nicht in gerader Linie liegen, so kann ich durch 
ABD eine bestimmte Ebene P legen; wenn ich einen 
eigentlichen Punkt E auBerhalb der Ebene P an- 
nehme, so geht auch durch ABE keine Gerade, 
folglich eine bestimmte Ebene Q hindurch. Die 
Ebenen P und Q kénnen eine Gerade g gemein 
haben; ist dies der Fall, so existiert ein Ebenen- 
biischel PQ mit der Achse g. Durch den beliebigen 
Punkt F, der nicht zugleich in den Ebenen P und 
Q liegen eotl geht alsdann eine, und zwar nur eine Ebene des Biischels 
hindurch, die R heiSen mag. Wenn ich mich nun auf den eigent- 
lichen Punkt F beschranke, so kann ich die Ebene RF herstellen, ohne 
die Achse des Ebenenbiischels zu 
benutzen; irgend zwei den Ebenen 
P und Q gemeinschaftliche Punkte 
A und B geniigen, um mit F zu- 
sammen die Ebene R zu bestim- 
men. Auch wenn die Existenz 
einer den Ebenen P und Q ge- 
meinschaftlichen Geraden nicht 
feststeht, ist die fiir die Ebene R 
angegebene Konstruktion ausfithr- 
bar. Aber es entsteht die Frage, 
ob das Ergebnis der Konstruktion 
unter allen Umstaénden von den 

benutzten gemeinschaftlichen 

Punkten der Ebenen P und Q un- 

abhangig ist, d.h. wenn ABC 

drei solche Punkte sind, ob die 

Abb. 16. .Ebenen ABF und ACF immer 

zusammenfallen, ob also die 

Punkte ABCF immer in einer Ebene liegen. DaB dies in der Tat 
zutrifft, 148t sich beweisen (Abb. 16). 

Mit ABC werden drei beliebige, zu zwei Ebenen P und Q zugleich 
gehorige Punkte, mit F ein nicht in jenen Ebenen enthaltener eigent- 
licher Punkt bezeichnet; weder A BF noch ACF noch BCF liegen 


Abb. 15. 
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also in emer Geraden. Ich nehme den eigentlichen Punkt « in der 
Ebene Q beliebig, nicht in P zugleich (so daB weder A Bau noch ACa 
noch BC in gerader Linie liegen), sodann den eigentlichen Punkt p 
in der Geraden «C (von C verschieden), mit « auf derselben Seite der 
Ebene P; die Geraden AB und Bz sind voneinander verschieden und 
treffen sich in einem Punktey. Obgleich nur « und £ eigentliche Punkte 
zu sein brauchen, und gerade der Fall, wo unter den Punkten ABC 
sich ein eigentlicher befindet, uns nicht beschaftigt, so tragen wir doch 
kein Bedenken, auch die Punkte A BCy in den zur Erlauterung dienen- 
den Abbildungen als eigentliche anzunehmen, in Hinblick auf die der 
Abbildung zukommende, nur nebensdchliche Bedeutung. 

Die Punkte « und f liegen auf derselben Seite von P; auf der anderen 
Seite nehme ich den eigentlichen Punkt K auBerhalb der Ebenen Q, 
FBy, Fya, FaB. Dann wird die Ebene P von der Geraden K« in einem 
eigentlichen Punkte a zwischen K und «, von der Geraden Kf in einem 
eigentlichen Punkte 6 zwischen K und f, von der Geraden Ky in einem 
Punkte c getroffen. Die Punkte Abc befinden sich zugleich in der 
Ebene Kfy (namlich in den Geraden By, KB, Ky), die Punkte Bea 
in der Ebene Kya, die Punkte Cab in der Ebene Kaf. Da a und b 
eigentliche Punkte sind, so folgt hieraus, daB8 sowohl Abc als Bca und 
Cab je in einer Geraden liegen. 

Jetzt haben wir auf der Ebene P die Punkte abc und auf der Ebene Q 
die Punkte «fy derart, daB sich die Geraden bc und fy in A, ca und 
ya in B, ab und «f in C begegnen. Verbindet man F mit Kabcapy 
ABC durch Strahlen gpqrp'q'r' p''q''7'’, so sind diese Strahlen ver- 
schieden und weder fgv nec f’q'7’ in einer Ebene gelegen. Da aber 
die Strahlen gpp’, gqq’, g77’, par, P'T 1.1 b, PVP, WP GV PT je 
in einer Ebene liegen, so schneiden sich die Ebenen p#’, qq’, v7’ in g, 
ferner die Ebenen gy und q‘7’, 7p und 79’, #g und f’q’ in p", q", 7”. 
Folglich sind (SchluBbetrachtung in § 5) #’’g’’7’’ Strahlen einer Ebene, 
mithin A BCF Punkte einer Ebene, was zu beweisen war. 

Man kann dem Ergebnis folgende Fassung erteilen: Wenn drei 
Ebenen P, Q, R zwei Punkte A, B gemein haben, so ist jeder gemein- 
schaftliche Punkt von zweien auch in der dritten Ebene enthalten. Ist 
namlich der Punkt C den Ebenen P und Q gemein, F ein eigentlicher 
Punkt der Ebene R (nicht in P oder Q), so fallen die Ebenen A BF und 
ACF zusammen, d.h. C in die Ebene R. Uberhaupt: Wenn drei oder 
mehr Ebenen durch zwei Punkte gelegt sind, so gehen durch jeden 
Punkt, der zu zweien gehért, auch die iibrigen Ebenen hindurch. 

In Erweiterung der bisherigen Definition werden wir jetzt, wenn drer 
Ebenen P, QO, R zwei Punkte gemein haben, immer sagen: die Ebene R 
liegt im Ebenenbiischel PQ; gleichviel ob itber die Durchschneidung 
dieser Ebenen in einer Geraden etwas feststeht oder nicht. Haben die 
Ebenen P und Q eine Gerade gemein, so sagen wir: R liegt im ezgent- 
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lichen Ebenenbiischel PQ. Aber auch, wenn die Durchschneidung von 
P und Q in einer Geraden nicht feststeht, kann man durch jeden eigent- 
lichen Punkt F eine und zwar nur eine Ebene hindurchfihren, die ,,im 
Biischel PQ liegt‘; sind némlich A und B gemeinschaftliche Punkte 
von P und Q, so fallt die Ebene A BF mit R zusammen. Die Punkte 
A und B sind gemeinschaftliche Punkte fiir zwei im Biischel PQ be- 
liebig angenommene Ebenen, und indem wir die Benennung ,,Ebenen 
des Biischels PQ‘‘ auf P und Q selbst ausdehnen, diirfen wir schlieBen, 
daB durch zwei beliebige Ebenen stets ein Ebenenbiischel gelegt werden 
kann, und daB das Ebenenbiischel durch irgend zwei ihm angehorige Ebenen 
bestimmt wird. 

Zur Bezeichnung eines Ebenenbiischels wird auch ein besonderer 
Buchstabe benutzt; beim eigentlichen Ebenenbiischel halten wir daran 
fest, daB jede Bezeichnung des Biischels zugleich fiir die Achse gilt. Irgend- 
ein Ebenenbiischel werde mit g bezeichnet. Ein Punkt, der zu zwei 
Ebenen des Biischels g gehort, ist gemeinschaftlicher Punkt aller Ebenen 
dieses Biischels; wir nennen ihn einen Punkt des Ebenenbiischels g. Jede 
Ebene, die durch zwei Punkte des Biischels g gelegt wird, ist eine Ebene 
des Biischels g und enthalt somit alle Punkte dieses Biischels. — Wenn 
g ein eigentliches Ebenenbiischel bedeutet, d.h. wenn g die Benennung 
einer Geraden ist, so erkennt man die Ausdriicke ,,Punkt der Ge- 
raden g‘‘ und ,,Punkt des eigentlichen Ebenenbiischels g“‘ als gleich- 
bedeutend, ebenso die Ausdriicke ,,Ebene durch die Gerade g*‘ und 
,—bene des eigentlichen Ebenenbiischels g“‘. 

Demnach konnten wir von jetzt an auf das Wort ,,Gerade“ ganzlich 
verzichten und statt dessen bloB von Ebenenbiischeln (beliebigen und 
eigentlichen) sprechen. Weit zweckmAafiger ist es jedoch, den Gebrauch 
des Wortes ,,Gerade“‘ in derselben Weise auszudehnen, wie es bei dem 
Worte ,,Ebenenbiischel“ bereits geschehen ist. Wir werden also das 
Wort ,,Gerade“ nicht mehr in seiner bisherigen Bedeutung anwenden, 
sondern wir definieren (implizite Definition) die Ausdrucksweise ,,A ist 
em Punkt der Geraden g“‘ als gleichbedeutend mit ,,A ist ein Punkt des 
Ebenenbiischels g‘‘. Wenn zugleich festgesetzt wird, daB die Gerade g 
eine etgentliche Gerade genannt werden soll, sobald g ein eigentliches 
Ebenenbischel ist, so tritt fortan der Ausdruck ,,eigentliche Gerade“ 
an Stelle des Wortes ,,Gerade‘‘ ohne Zusatz, das eine andere Verwen- 
dung gefunden hat. Dadurch sollen aber, von der schon beim Strahlen- 
biindel besprochenen Ausnahme abgesehen, die bisherigen Definitionen 
und Bezeichnungen ihre Giiltigkeit nicht verlieren. Beispielsweise nennen 
wir einen Verein von Geraden (Strahlen) durch einen Punkt ein Strahlen- 
biindel; wenn alle Punkte der Geraden g in der Ebene R liegen, so 
sagen wir: die Gerade g liegt in der Ebene R, usw. 

Die im vorigen Paragraphen aufgestellten Satze sind jetzt der Er- 
weiterung fahig; nur der dritte bleibt davon unberiihrt. 
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1. Durch zwei Punkte kann man stets eine Gerade legen. 

Denn legt man die Ebenen P und Q durch die Punkte A und B, 
so sind A und B Punkte des Ebenenbiischels PQ, also ,,Punkte einer 
Geraden“. 

2. Jede Gerade ist durch zwei beliebige von ihren Punkten bestimmt. 

Sind namlich A und B Punkte der Geraden g, d. i. Punkte des Ebenen- 
biischels g, so ist dieses Biischel durch die Punkte A und B bestimmt. 

3. Durch zwei beliebige und einen eigentlichen Punkt kann man 
stets eine Ebene legen. 

4. Jede Ebene ist durch drei beliebige von ihren Punkten, die nicht 
in gerader Linie liegen, bestimmt. 

M.a.-W.: Wenn drei Punkte in zwei Ebenen liegen, so liegen sie 
in einer Geraden. 

5. Eine Gerade, die mit einer Ebene zwei Punkte gemein hat, liegt 
ganz in ihr. 

M. a. W.: Eine Ebene, die zwei Punkte eines Biischels enthalt, geht 
durch alle Punkte des Biischels. 

6. Durch eine eigentliche Gerade und einen beliebigen Punkt, sowie 
durch eine beliebige Gerade und einen eigentlichen Punkt kann man 
allemal eine Ebene legen. 

7. Jede Ebene ist bestimmt, wenn man von ihr eine Gerade und 
einen Punkt auBerhalb der Geraden kennt. 

8. Durch eine beliebige und eine eigentliche Gerade, die einen Punkt 
gemein haben, kann man immer eine Ebene legen. 

9. Jede Ebene ist durch zwei beliebige von ihren Geraden bestimmt. 

10. Jede Gerade, die einen eigentlichen Punkt enthalt, ist eine 
eigentliche Gerade. 

11. Zwei Geraden in einer Ebene haben stets einen Punkt gemein. 

Beweis: In der Ebene P seien die Geraden e und / gelegen; durch 
irgendeinen eigentlichen Punkt M auBerhalb der Ebene P lege ich die 
Ebenen eM und {/M. Da die Ebenen eM und /M sich in einer eigent- 
lichen Geraden schneiden, so haben die Ebenen eM, /M und P einen 
Punkt N gemein. Der Punkt N liegt in der Geraden e (namlich in den 
Ebenen eM und P) und in der Geraden f (némlich in den Ebenen 
paviroricd ©P): 

12. Eine Gerade und eine Ebene haben stets einen Punkt gemein. 

Beweis: Ist die Gerade h und die Ebene P gegeben (/ nicht in P), 
und wird irgendeine durch h/ gelegte Ebene mit Q, das Ebenenbiischel 
PQ mit g bezeichnet, so sind g und / Geraden der Ebene Q und schneiden 
sich demnach. Der Punkt gh ist der Geraden / und der Ebene P gemein. 

13. Zwei Ebenen haben stets eine Gerade gemein. 

Beweis: Durch die Ebenen P und Q kann man ein Ebenenbiischel 
PQ legen. Wird dieses mit g bezeichnet, so sind P und Q ,,Ebenen 
durch die Gerade g“‘ zu nennen. 


Pasch-Dehn, Vorlesungen. 2. Aufl. 4 
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14. Drei Ebenen haben stets einen Punkt oder eine Gerade gemein. 

Beweis: Von den Ebenen P, Q, R liefern irgend zwei eine Durch- 
schnittslinie, etwa P und Q die Gerade g. Diese liegt entweder in der 
Ebene R oder hat mit ihr einen Punkt gemein. Im letzteren Falle ist 
gR der Schnittpunkt der Ebenen P, Q, R. — 

Abgesehen vom zehnten Satze, haben wir kein Mittel, um zu ent- 
scheiden, ob eine gewisse Konstruktion zu einer eigentlichen Geraden 
fiihren muB oder nicht. Ich wende dabei das Wort Konstruktion in er- 
weitertem Sinne an, — wie auch der Sinn des Wortes Figur eine Er- 
weiterung erfahrt, — indem ich namlich statt der eigentlichen Ge- 
raden jetzt auch beliebige Geraden zulasse. Eine Gerade gibt man 
durch zwei von ihren Punkten oder von ihren Ebenen an. Durch die 
Begegnung zweier Geraden in einer Ebene, oder einer Geraden und einer 
Ebene, oder dreier Ebenen werden neue Punkte, durch die Verbindung 
zweier Punkte oder den Schnitt zweier Ebenen werden neue Geraden 
eingefiihrt ; nur zur Herstellung von Ebenen k6nnen wir nicht beliebige 
Elemente verwenden, sondern miissen tiber einen eigentlichen Punkt 
oder eine eigentliche Gerade verfiigen. Aber iiberall, wo keine eigentliche 
Gerade gefordert wird, kann man von der Geraden selbst absehen und 
mit zwei Punkten oder zwei Ebenen, die ihr angeh6ren, arbeiten. Die 
Notwendigkeit eines solchen Ersatzmittels kann durch die beschrankte 
Ausdehnung des Konstruktionsgebietes herbeigefithrt werden. 

Nach den Erérterungen, mit denen der vorige Paragraph geschlossen 
wurde, bedarf es kaum noch der Erwahnung, da man iiberall, wo die 
Betrachtung durch Abbildungen erlautert wird, in diesen statt be- 
liebiger Geraden eigentliche anwenden darf und nach Méglichkeit auch 
anwenden wird, weil die Abbildungen alsdann ihren Zweck nur um so 
besser erfillen. Diesen wichtigen Vorteil hatte man der Geometrie 
nicht zuganglich machen kénnen, wenn man die Anwendung der Worte 
,Punkt“ und ,,Gerade“ nicht in der Ausdehnung durchgefiihrt hatte, 
die sich als zulassig darbot und zunachst durch eine erhéhte Geschmeidig- 
keit der Sprache bewdhrte. 

Eine gewisse Gattung von Satzen ist auf eigentliche Punkte und 
eigentliche Geraden beschrankt geblieben, weil nur von drei eigentlichen 
Punkten in einer Geraden gesagt werden kann, daB einer zwischen den 
beiden andern liegt. Ein Teil jener Saétze enthalt aber nicht geradezu 
den der Ausdehnung sich entziehenden Begriff, sondern den abgeleiteten 
Begriff getrennter Paare. Dieser letztere erweist sich nun der Uber- 
tragung in demselben Umfange fahig, wie die Begriffe des Punktes, der 
Geraden und der Ebene selbst, und ich will ihn jetzt fiir beliebige Punkte 
in einer beliebigen Geraden bilden. Der Ubertragung auf beliebige 
Punkte in einer eigentlichen Geraden stand schon im vorigen Para- 
graphen nichts im Wege; sie wiirde jedoch eine Wiederholung derselben 
Betrachtungsweise an der gegenw4rtigen Stelle uns nicht erspart haben. 
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In einer beliebigen Geraden / werden die Punkte ABCD ange- 
nommen. Versteht man unter M und M’ eigentliche Punkte auBer- 
halb der Geraden /, unter U und U’ die Ebenen 7M und 1M’, unter 
efgh die eigentlichen Strahlen MA, MB, MC, MD in der Ebene U, 
unter e’f’g’h’ die eigentlichen Strahlen M’A, M’B, M’C, M’'D in der 
Ebene U’, so werden entweder 
fg durch eh oder ge durch fh 
oder ef durch gh getrennt. Ich 
nehme an, daB ef durch gh ge- 
trennt werden, und fihre den 
Nachweis, daB alsdann auch e’ 7’ 
durch g’h’ getrennt werden. 
Dieser Nachweis ergibt sich aus 
den am Ende des § 4 gegebenen 
Satzen zunachst fiir den Fall, Abb. 17. 
wo die Ebenen U und U’ von- 
einander verschieden sind. Bezeichne ich dann die durch die eigentliche 
Gerade MM’ gehenden Ebenen ee’, f/’, gg’, hh’ mit PQ RS, so werden 
nach dem vorletzten Satze des § 4 die Ebenen PQ durch RS, mithin 
nach dem letzten auch die Strahlen e’/’ durch g’h’ getrennt. Wenn die 
Ebenen U und U’ in eine einzige zusammenfallen, so wird auBerhalb 
derselben ein eigentlicher Punkt M’’ angenommen und durch die Strah- 
len ef’ gh” mit A BCD verbunden. Wir wissen jetzt, daB e’’/’’ durch 
g’h” getrennt werden, und kénnen daraus das behauptete Verhalten 
der Strahlen e’/’g’h’ schlieBen. Die Erscheinung, daB die Strahlen 
MA, MB durch die Strahlen MC, MD getrennt werden, ist demnach 
von der Wahl des eigentlichen Punktes M unabhangig und hat eine 
Spaltung der in der Geraden / angenommenen Punkte A BCD in zwei 
Paare AB und CD zur Folge. 

Diese Spaltung fallt mit einer schon betrachteten zusammen, so- 
bald A BCD eigentliche Punkte sind. Alsdann ist namlich / eine eigent- 
liche Gerade; gehdrten in ihr die Punkte C und D zur Strecke AB, 
so lagen die Schenkel MC und MD zwischen den Schenkeln MA und 
MB, und es waren ef nicht durch gh getrennt. Also liegen C und D 
nicht beide innerhalb der Strecke AB; ebensowenig kénnen beide 
auBerhalb dieser Strecke liegen; es wird sich vielmehr der eine Punkt 
innerhalb, der andere auRerhalb der Strecke befinden, d.h. die Punkte 
AB werden durch CD getrennt. Dadurch wird es nahe gelegt, im eimer 
beliebigen Geraden und fii beliebige Punkte zu sagen, daB A B durch CD 
getrennt werden (oder daB C zwischen A und B liegt bei ausgeschlossenem 
D, fir den Grenzpunkt D), sobald unter Zuziehung eines eigentlichen 
Punktes M auBerhalb jener Geraden die Strahlen MA, MB durch 
MC, MD getrennt sind. Indem wir diese Ausdrucksweise einfihren, 
diirfen wir alle Satze, die von getrennten Punktepaaren in einer Ge- 

4* 
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raden handeln und von nichts anderem, auf beliebige Punkte in einer 
beliebigen Geraden in vollem Umfange tbertragen. 

Liegen die Punkte A BCE in einer Geraden, so werden entweder BC 
durch AE getrennt, oder CA durch BE, oder AB durch CE, und zwar 
schlieBt jede dieser Lagen die beiden andern aus. 

Liegen die Punkte. A BE in einer Geraden, so kann man in thr den 
Punkt C so wiahlen, daB AB durch CE getrennt werden. 

Sind in einer Geraden die Punkte AB durch eines der Paare CE 
und DE getrennt, durch das andere aber nicht, so sind AB durchCD 
getrennt. In den andern Fiillen werden AB durch CD nicht getrennt. 

Werden in einer Geraden die Punkte A B durch CE getrennt, so werden 
auch CE durch AB getrennt. 
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Durch die Satze 3, 6, 8 des vorigen Paragraphen wird die Frage 
veranlaBt, ob man durch drei Punkte, durch eine Gerade und einen 
Punkt, durch zwei einander schneidende Geraden eine Ebene legen 
kann, ohne iiber einen eigentlichen Punkt oder eine eigentliche Gerade 
zu verfiigen. Es seien A BC beliebige Punkte, nicht in gerader Linie. 
Wenn durch ABC eine Ebene hindurchgeht, so sind AB, AC, BC 
Geraden dieser Ebene, die auch durch die Gerade AB und den 
Punkt C oder durch die Geraden AB und AC bestimmt wird; nehme 
ich in der Geraden AB den Punkt D (von A und B verschieden) und 
in der Geraden AC den Punkt E (von A und C verschieden, also D 
von E verschieden), so ist unter derselben Voraussetzung auch DE 
eine Gerade jener Ebene und mu der Geraden BC in einem Punkte 
begegnen. Ich werde jetzt nachweisen, daB dieses Verhalten der Ge- 
raden BC und DE vom Dasein einer durch A BC gehenden Ebene un- 
abhangig ist, d.h. daB die Ge- 
raden BC und DE sich unter 
allen Umstanden schneiden. 


D 


Abb. 18. Abb. 19. 


Zum Beweise beachte man zundchst, daB die Punkte A BD in ge- 
rader Linie liegen, auch die Punkte ACE, aber sonst keine drei von 
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den finf Punkten ABCDE. Ist also K ein eigentlicher Punkt, so 
fallen die Strahlen KA, KB, KD in eine. Ebene, auch die Strahlen 
KA, KC, KE, aber bei geeigneter Wahl von K sonst keine drei von 
den fiinf Strahlen. Ich bezeichne ferner mit P eine Ebene, die weder 
einen der Punkte A BCDEK enthalt, noch den Schnittpunkt der Ge- 
raden BC mit der Ebene KDE oder der Geraden DE mit der Ebene 
KBC. Wird die Ebene P von den fiinf Strahlen in abcde getroffen, 
sodann bc von de in f, so liegen je in einer Geraden 


ABD, ACE, abd, ace, bcf, def, 
WAGER BOM CeK Dd, K Ee, 


aber sonst keine drei von den zwélf Punkten. Ist auch L ein eigent- 
licher Punkt auBerhalb der Ebene P, und laufen aus L nach den zwolf 
Punkten die Strahlen A’ B’C’ D'E’K’' a'b'c'd’e'f’, so liegen je in einer 
Ebene 
IW GELI DY” TA CME AIAN IM Te Tah OM fe MEO fA 
ee Aden Wa a0 Gee Ce aul) de Hee, 

aber bei geeigneter Wahl von L sonst keine drei von den zwolf Strahlen. 
Endlich bezeichne ich mit afy die Schnittpunkte der Geraden BC 
und 6c, DE und de, BD und 6d, mit «’f’y’ die Strahlen La, LB, Ly. 
Da «Py verschieden sind und in P legen, so sind «’f’y’ verschieden ; 
# liegt nicht in Bb, B nicht in Dd; y ist verschieden von B, D, 8, d. 

Aus der Schlu8betrachtung in § 5 folgt, daB die Ebenen A’ B’ und 
ab’, A’C’ und a’c’, B’C’ und 6’c’ sich in drei Strahlen eines Biischels 
schneiden ; folglich liegen die Schnittlinien der Ebenen B’D’ und 0'd’, 
A’'E’ und a’e’ in einem Biischel mit «’. Aus jener Betrachtung folgt 
ferner, daB die Ebenen A’D’ und a’d’, A’E’ und a’e’, D'E’ und d’e’ 
sich in drei Strahlen eines Biischels schneiden ; folglich liegen die Schnitt- 
linien der Ebenen B’ D’ und b'd’, A’ E’ und a’eé’ in einem Biischel nicht 
bloB mit «’, sondern auch mit A’; die Schnittlinie y’ der Ebenen B’ D’ 
und 0’d’ liegt in einer Ebene mit «’ und f’; die Ebenen B’D’, b'd’, a’ B’ 
laufen durch y’. Aus der erwahnten Betrachtung folgt jetzt, daB die 
Ebenen B’d’ und D’d’, B’«’ und D’f’, b’«’ und d’f’ sich in drei Strahlen 
eines Biischels schneiden. Da der erste dieser Strahlen mit K’, der 
dritte mit /’, die Ebene B’«’ mit B’C’, die Ebene D’f’ mit D’E’ zu- 
sammenfallt, so ist die Schnittlinie der Ebenen B’C’ und D’E’ in der 
Ebene K’}’ enthalten; sie hat also mit der Geraden K/ einen Punkt F 
gemein. Durch K/ gehen die Ebenen KBC und KDE, durch F die 
Ebenen LBC und LDE, mithin durch F die Ebenen K BC und LBC, 
KDE und LDE, folglich die Geraden BC, DE. Damit ist der in Aus- 
sicht gestellte Beweis geliefert. 

Die Punkte BCDE waren der Bedingung unterworfen, da8 keine 
drei in einer Geraden liegen, daB aber die Geraden BD und CE sich 
in einem Punkte A begegnen. Da nun diese Bedingung die Durchschnei- 
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dung der Geraden BC und DE nach sich zieht, so hat sie in gleicher 
Weise auch die Durchschneidung der Geraden CD und BE zur Folge. 
Von der Forderung, da8 von den Punkten BC DE keine drei in gerader 
Linie liegen sollen, kann man aber absehen und daher folgenden Satz 
B aussprechen: Sind die Punkte ABCD so 
gewdhlt, daB die Geraden BC und AD ein- 

ander treffen, so schnerden sich auch die 

Geraden CA und BD, ebenso die Geraden 

A CAB und CD. 

Solche Punkte haben an der gegen- 
wartigen Stelle ein wesentliches Interesse 
nur dann, wenn keine drei in einer Geraden 
liegen, wenn also der Schnittpunkt E der 
Geraden BC und AD in keinen jener vier Punkte fallt. Wenn durch 
die Punkte A BC eine Ebene hindurchgeht, so ist E ein Punkt, AE 
eine Gerade dieser Ebene, folglich D in der Ebene ABC gelegen. 
Aber auch wenn eine durch A BC gehende Ebene sich nicht ermitteln 
1aBt, werden wir sagen, da der Punkt D in der Ebene ABC liegt, 

B indem:' wir das Wort ,,Ebene‘‘ nicht auf seine bis- 
herige Bedeutung beschranken und zu dem Zwecke fol- 
gendz implizite Definition geben: Es driicken von jetzt 

E an die Worte ,,D liegt in der Ebene A BC“, wobei zu- 
nachst von den Punkten A BCD keine drei in gerader 
Linie vorausgesetzt werden, nichts weiter als die 
D Eigenschaft aus, dap die Geraden BC und AD, mit- 
hin auch CA und BD, AB und CD sich schneiden, 
wahrend wir die Benennung ,,evgentliche Ebene“ iiber- 
all anwenden werden, wo nach dem bisher festgehaltenen Sprach- 
gebrauche von einer Ebene ohne Zusatz die Rede sein wiirde. Die 
Punkte ABC kénnen dabei beliebig umgestellt werden, und es liegt 
zugleich A in der Ebene BCD usw. 

Der Punkt £ liegt in der Geraden BC, ohne mit B oder C zusam- 
menzufallen; A liegt auBerhalb BC. Ich erhalte einen ,,in der Ebene 
ABC gelegenen“ Punkt D, indem ich in der Geraden AE einen Punkt 
beliebig annehme; nur A oder E selbst darf ich nicht wahlen, solange 
alle in der obigen Definition enthaltenen Bestimmungen aufrechter- 
halten werden. Es ist zweckmaBig, diese Ausnahmestellung der Punkte 
A und E in der Geraden AE zu beseitigen und auch die Punkte der 
Geraden BC, CA und A B (also insbesondere die Punkte A, B, C selbst) 
,»,Punkte der Ebene A BC“ zu nennen, jedoch ohne an der Bestimmung, 
daB ABC nicht in gerader Linie liegen sollen, etwas zu andern. 

Sind ABC beliebige Punkte, aber nicht in einer Geraden, so kann 
man von einer Ebene A BC reden, d.h. man kann einen Punkt D so 
annehmen, daB er ,,in der Ebene ABC liegt‘‘, und zwar kann man 


D 
Abb. 20. 


A 


C 
Abb. 21, 
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dazu nicht bloB einen Punkt in der Geraden BC oder CA oder AB, 
sondern stets auch einen Punkt auBerhalb dieser drei Geraden wahlen. 
In der Geraden AB nenne ich F einen Punkt, dessen Verbindungslinie 
mit C durch D hindurchgeht; die Geraden AB und CF sind vonein- 
ander verschieden, und jeder Punkt der Geraden CF 
liegt in der Ebene ABC. Daran Andert sich aber 
nichts, wenn ich A und B durch zwei heliebige 
Punkte der Geraden AB ersetze. Ist also A” irgend- 
ein von B verschiedener Punkt der Geraden A B, so 
liegt D auch in der Ebene A’ BC. 

Diese Bemerkung laBt sich aber verallgemeinern, 
indem man nur zu fordern braucht, daB A’ in der ja 
Ebene ABC und auBerhalb der Geraden BC liegt. Abb. 22. 
Die Geraden BC und AA’ schneiden sich in einem 
Punkte G, der in B oder C fallen kann; er sei von B verschieden. Jeder 
Punkt der Ebene A BC liegt dann in der Ebene A BG, folglich in der 
Ebene A’ BG, mithin auch in der Ebene A’ BC. Da hiernach A selbst 
zur Ebene A’ BC gehort, so liegt jeder Punkt der Ebene A’ BC auch 
in der Ebene ABC. Die Ebenen ABC und 


A' BC sind identisch. MM 
Jetzt seien A’B’C’ beliebige ERAT der 

Ebene A BC, aber nicht in einer Geraden. Dann 

ergibt sich, wie beim Beweise des Lehrsatzes 3 ae 

in § 2, die Identitat der Ebenen ABC und @ 77) ay 


A’ B’'C’. Die Ebene ABC ist also durch die For- 
derung, dap sie die dret nicht in gerader Linte ge- 
legenen Punkte A’ B’C' enthalten soll, vdllig be- 
stummt. 

Alle auf die Ebenen beziiglichen Definitionen 
und Bezeichnungen werden beibehalten, abgesehen von den Ausnahmen, 
die bereits bei den Begriffen ,,Punkt“ und ,,Gerade“ erwahnt werden 
muBten. Wir kénnen daher die Erweiterungen, die jetzt in den 
Satzen 1—14 des vorigen Paragraphen eintreten, (unter Wiederholung 
der Satze, deren Inhalt keine Anderung erfahrt) folgendermaBen 
aussprechen. 

1. Durch zwei Punkte kann man stets eine Gerade legen. 

2. Jede Gerade ist durch zwei beliebige von ihren Punkten bestimmt. 

3. Jede Gerade, die einen eigentlichen Punkt enthalt, ist eine eigent- 
liche Gerade. 

4. Durch drei Punkte kann man stets eine Ebene legen. 

5. Jede Ebene ist durch drei beliebige von ihren Punkten, die nicht 
in gerader Linie liegen, bestimmt. 

6. Jede Ebene, die einen eigentlichen Punkt enthilt, ist eine eigent- 
liche Ebene. 


A ) 
Abb. 23. 
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7. Eine Gerade, die mit einer Ebene zwei Punkte gemein hat, liegt 
ganz in ihr. 

Denn sind A, B, C Punkte einer Ebene P, nicht in gerader Linie, 
ist also die Ebene A BC mit P identisch, so miissen alle Punkte der Ge- 
raden AB ,,Punkte der Ebene ABC“ genannt werden. 

8. Durch eine Gerade und einen Punkt kann man stets eine Ebene 
legen. 

9. Jede Ebene ist bestimmt, wenn man von ihr eine Gerade und 
einen Punkt auBerhalb der Geraden kennt. 

10. Durch zwei Geraden, die einen Punkt gemein haben, kann man 
immer eine Ebene legen. 

11. Jede Ebene ist durch irgend zwei von ihren Geraden bestimmt. 

12. Zwei Geraden in einer Ebene haben stets einen Punkt gemein. 

Beweis: In der Ebene P mégen die Geraden e und f liegen. Nimmt 
man zwei Punkte A und B in der Geraden e¢ beliebig, zwei Punkte C 
und D in der Geraden / derart, daB C nicht in e liegt, also A, B, C 
nicht in gerader Linie, dann ist die Ebene A BC mit P identisch, und 
D liegt in der Ebene ABC. Folglich haben die Geraden AB und CD 
einen Punkt gemein. — 

Was nun die Durchschneidung einer Geraden mit einer Ebene oder 
die Durchschneidung zweier Ebenen anlangt, so wissen wir zunachst 
nur, daB eine Gerade und eine eigentliche Ebene stets einen gemein- 
schaftlichen Punkt, zwei eigentliche Ebenen stets eine gemeinschaft- 
liche Gerade besitzen. Daraus kann ich aber jetzt folgern, daB auch 
eine eigentliche Ebene und eine beliebige Ebene allemal eine Gerade 
gemein haben. Nehme ich in der Tat den Punkt A in der beliebigen 
Ebene P, auBerhalb der eigentlichen Ebene Q, und ziehe in P durch A 
zwei Geraden, so treffen diese die eigentliche Ebene Q in zwei Punkten 
B und C, und die Ebenen P, Q haben die Gerade BC gemein. 

13. Eine Gerade und eine Ebene haben stets einen Punkt gemein. 

Beweis: Die Gerade / sei nicht ganz in der Ebene P gelegen. Nimmt 
man den eigentlichen Punkt A auBerhalb von h, so ist h eine Gerade 
der eigentlichen Ebene A. Die Ebenen P und A haben eine Gerade 
k gemein, # und k schneiden sich in einem Punkte; dieser Punkt ist 
in # und P enthalten. 

14. Zwei Ebenen haben stets eine Gerade gemein. 

Beweis: In der Ebene P nehme ich den Punkt A auferhalb der 
Ebene Q und ziehe durch ihn zwei Geraden in P. Von diesen wird Q 
_ in zwei Punkten B und C getroffen, und die Gerade BC liegt zugleich 
in P und Q. 

15, Drei Ebenen haben stets einen Punkt oder eine Gerade gemein. — 

Solange eine Ebene nicht als eigentliche erkannt ist, bleibt man 
darauf angewiesen, sie durch drei Punkte oder durch eine Gerade und 
einen Punkt oder durch zwei Geraden darzustellen. Dennoch brauchen — 
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wir uns nicht hindern zu lassen, wenn eine beliebige Ebene vorkommt 
und die Betrachtung durch eine Abbildung erlautert wird, jene Ebene 
als eigentliche Ebene zu behandeln, wie dies beziiglich der Punkte 
und Geraden geschah. Ist also von vier Strahlen efgh die Rede, die 
in einer beliebigen Ebene U verlaufen und sich in einem Punkte M 
begegnen sollen, so trage ich kein Bedenken, ein solches Strahlen- 
bischel in einer eigentlichen Ebene und mit einem eigentlichen Schei- 
tel zu entwerfen und mich darauf zu beziehen. Wird in der Ebene 
U eine beliebige Gerade / (nicht durch M) angenommen, so gebe ich sie 
unbedenklich als eigentliche Gerade und die Punkte ABCD, in 
denen efgh von 1 getroffen wer- 
den, als eigentliche Punkte wie- 
der. Die Punkte ABCD zer- 
fallen derart in zwei Paare, daB 
aie des einen Paares durch die 
des andern getrennt werden; es 
seien etwa AB durch CD ge- 
trennt. Nenne ich /’ eine andere 
Gerade der Ebene U (nicht durch 
M) und A’ B’C'D" ihre Durch- 
schnittspunkte mit efgh, so 
geht aus folgenden Uberlegun- 
gen hervor, da8 auch A’ B’ durch 
C’D’ getrennt werden. Man 
wahle auBerhalb der Ebene U Aveta" 

irgendeinen eigentlichen Punkt 

N, von dem aus nach M die eigentliche Gerade G gezogen wird, 
und verbinde G mit den Geraden efgh durch die eigentlichen Ebenen 
PQRS. Da diese Ebenen von der eigentlichen Ebene /N in den Strah- 
len NA, NB, NC, ND eines Biischels mit dem eigentlichen Scheitel N 
getroffen, da ferner zufolge der im vorigen Paragraphen gegebenen De- 
finition die Strahlen NA und NB durch die Strahlen NC und ND 
getrennt werden, so ergibt sich aus dem vorletzten Satze des § 4, da 
die Ebenen PQ durch RS getrennt sind. Da endlich die Ebenen PQ RS 
von der eigentlichen Ebene /’N in den Strahlen NA’, NB’, NC’, 
ND’ eines Biischels mit dem eigentlichen Scheitel N getroffen wer- 
den, so sind nach dem letzten Satze des § 4 die Strahlen NA’ und 
NB’ durch NC’ und ND’, folglich nach der eben angezogenen Definition 
auch die Punkte A’ B’ durch C’D’ getrennt. 

Wie ich also in der Ebene U die Gerade / (nicht durch M) annehmen 
mag, immer tritt dieselbe Paarung der Strahlen efgh dadurch ein, daB 
die Punkte e/ und // durch gi und h/ getrennt werden. Sobald M ein 
eigentlicher Punkt, mithin U eine eigentliche Ebene und efgh eigent- 
liche Geraden sind, ergibt sich die jener Paarung angemessene Be- 
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nennung, wenn man auf die Punkte ABCD die mehrerwahnte De- 
finition anwendet; dann zeigen sich namlich ef als durch gh getrennt. 
In Ubereinstimmung mit der fiir den besonderen Fall bereits in Ge- 
brauch befindlichen Ausdrucksweise werden wir in jedem Falle sagen, 
daB ef durch gh getrennt werden (oder daB g zwischen e und f liegt fur 
den Grenzstrahl 4), sobald unter Zuziehung einer beliebigen Geraden / 
in der Ebene des Biischels (nicht durch dessen Scheitel) die Punkte e/ 
und fl durch g/ und Al getrennt sind. Alle in § 3 fiir getrennte Strahlen- 
paare in einem Strahlenbiischel aufgestellten Sdtze gelten in vollem Um- 
fange weiter. 

Es eriibrigt noch, dieselbe Begriffserweiterung am Ebenenbiischel 
vorzunehmen. Durch eine beliebige Gerade G seien jetzt die beliebigen 
Ebenen PQRS gelegt. Werden von einer Ebene U (die G nicht ent- 
halt) die Achse G dieses Ebenenbiischels im Punkte M, die Ebenen 
PQRS in den Geraden efgh geschnitten, so bilden efgh ein Strahlen- 
biischel; es seien etwa ef durch gh getrennt. Von einer anderen Ebene U’ 
(die G nicht enthalt) mégen G im Punkte M’ und PQRS in den Ge- 
raden eé’f’9’h’ geschnitten werden; dann behaupte ich, daB auch e’f 
durch g’f’ getrennt sind. Es seien namlich zuerst die Punkte M und M’ 
voneinander verschieden. Dann wird G von der Durchschnittslinie / 
der Ebenen U und U’ nicht getroffen, und die Durchschnittspunkte 
ABCD der Geraden / mit den Ebenen PQRS sind voneinander ver- 
schieden. Im Punkte A begegnen sich nun die Ebenen U, U’ und P, 
folglich auch die Strahlen e und e’, ebenso in B die Strahlen / und /’, 
in C die Strahlen g und g’, in D die Strahlen / und h’. Aus der in Betreff 
der Strahlen efgh gemachten Voraussetzung folgt daher mit Riicksicht 
auf die soeben am Strahlenbiischel gegebenen Definitionen, da8 die 
Punkte AB durch CD, und daraus weiter, daB die Strahlen e’/’ durch 
gh’ getrennt werden. Wenn aber die Punkte M und M’ zusammenfallen, 
so nimmt man eine Ebene U” zu Hilfe, die die Achse G in einem von 
M verschiedenen Punkte M’’ und die Ebenen PQRS in den Strahlen 
ef’ eh" schneidet. Dann schlieBen wir zuerst, daB e’’/’ durch gh’, 
und daraus wieder, daB e’/’ durch g’h’ getrennt werden. 

Ist G eine eigentliche Gerade, sind also PO RS eigentliche Ebenen, 
so verlege man M nach einem eigentlichen Punkte von G, so daB U 
eine eigentliche Ebene und efgh eigentliche Strahlen werden; man 
findet dann, daB die Ebenen PQ durch RS getrennt sind (vorletzter 
Satz in § 4). Wir wollen jedoch in allen Fallen sagen, da®B PQ durch 
RS getrennt werden (oder R zwischen P und Q fiir die Grenzebene S), 
sobald unter Zuziehung einer beliebigen Ebene U (nicht durch die Achse 
des Ebenenbiischels) die Strahlen PU und QU durch RU und SU 
getrennt werden. Auch jetzt gelten alle Sdtze weiter, die in § 4 fiir ge- 
tvennte Ebenenpaare in einem Biischel ausgesprochen worden sind. 

Die am Ebenenbiischel gegebene Definition la8t sich noch durch 
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eine andere ersetzen. Man verstehe unter / eine beliebige Gerade, die 
die Achse nicht trifft, unter A BCD die Schnittpunkte von / mit den 
vier Ebenen und unter M irgendeinen Punkt der Achse. Sind nun 
die Punkte AB durch CD getrennt, so sind auch die Strahlen MA 
und MB durch MC und MD getrennt, und umgekehrt. Es werden 
also die Ebenen PQ durch RS getrennt oder nicht, je nachdem unter 
Zuziehung einer die Achse nicht schneidenden Geraden / die Punkte Pl] 
und Q/ durch R/ und S/ getrennt werden oder nicht. 

Uberhaupt seien A BCD vier beliebige Punkte einer Geraden; mit 
einem beliebigen Punkte auBerhalb dieser Geraden werden ABCD 
durch die Strahlen efgh verbunden; durch diese vier Strahlen, mithin 
zugleich durch jene vier Punkte, werden endlich die Ebenen PQRS 
eines Biischels gelegt. Wenn alsdann in einer der drei Figuren A BCD, 
efgh, PQRS die beiden ersten Elemente (Punkte, Strahlen, Ebenen) 
durch die beiden letzten getrennt werden, so findet in den beiden andern 
Figuren dasselbe statt. 
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Die bisherigen Ergebnisse sind ohne Ausnahme aus den in § 1 und 
§ 2 aufgestellten Kernsadtzen hergeleitet worden; dabei wurden aber 
von § 3 an nicht mehr die Kernsatze selbst, sondern die aus ihnen ge- 
wonnenen Lehrsatze, also im Grunde die Satze 4—9 und 12 des §1 
und die Satze 2, 3, 4, 9, 10 des § 2 benutzt. Diese Lehrsatze bezogen 
sich auf eigentliche Punkte, eigentliche Geraden, eigentliche Ebenen. 
Nach der Erweiterung, die die Bedeutung der Worte ,,Punkt“, ,,Gerade“ 
und ,,Ebene“ erfahren hat, ist ein Teil jener Satze giiltig geblieben und 
konnte daher in die in § 8 aufgestellte Ubersicht wieder aufgenommen 
werden; es traten sogar einige neue Satze hinzu, und eben in diesem 
Zuwachs ist der Wert der durchgefithrten Begriffserweiterungen zu er- 
blicken. Zwei Geraden in einer Ebene haben jetzt immer einen Punkt 
gemein, ebenso eine Gerade und eine Ebene; zwei Ebenen haben immer 
eine Gerade, drei Ebenen einen Punkt gemein. Dadurch werden die 
Unterscheidungen erspart, die bei der Beschrankung auf eigentliche 
Elemente notwendig waren. 

Die Satze 4, 5 in § 1 und 2, 3, 4, 9 in § 2 lieBen sich auf beliebige 
Elemente iibertragen, nicht aber die Satze 6, 7, 8, 9, 12 in § 1 und der 
Satz 10 in §2. Indes ist der Begriff der getrennten Punktepaare in 
einer Geraden auch fiir beliebige Punkte in einer beliebigen Geraden 
eingefiihrt worden und hat wieder zu den Satzen gefiihrt, die in §1 
fiir solche Paare aufgestellt worden waren (§ 7 am Ende). Dieser Be- 
griff gestattet, solange man sich nur in einer Geraden bewegt, voll- 
kommene Analogie zu den Beziehungen, die fiir eigentliche Punkte in 
den Satzen 6, 7, 8, 9, 12 des § 1 ausgesprochen sind. Um dies scharf 
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hervortreten zu lassen, sagen wir: ,,Der Punkt C liegt zwischen den 
Punkten A und B bei ausgeschlossenem Punkte D (fiir den Grenz-. 
punkt D)“, wenn ABCD Punkte einer Geraden und AB durch CD 
getrennt sind. Es mégen vier Punkte A BCD in solcher Lage ange- 
nommen werden. Wenn sie simtlich eigentliche Punkte sind, so liegt 
von den Punkten C, D der eine zwischen A und B, der andere aber 
nicht. Wenn ABC eigentliche Punkte sind und C zwischen A und B 
liegt, so ist D kein Punkt der Strecke AB. Wenn A und B eigent- 
liche Punkte sind, D kein Punkt der Strecke A B, so ist C ein eigent- 
licher Punkt und liegt zwischen A und B; denn wenn man die Punkte 
ABCD mit einem eigentlichen Punkte M auBerhalb der Geraden 
AB verbindet, so werden die Strahlen MA, MB durch MC, MD 
getrennt, und es liegen die Schenkel MA und MB auf derselben 
Seite der Geraden MD, folglich ein Schenkel des Strahles MC 
zwischen den Schenkeln MA und MB, d.h. MC trifft A B zwischen 
A und B. 

Werden also mit A, B, C, D Punkte einer Geraden und zwar mit 
A, B eigentliche Punkte bezeichnet, so werden AB durch CD getrennt, 
wenn von den Punkten C und D der eine ein eigentlicher Punkt zwischen 
A und B ist, der andere aber nicht, und umgekehrt. 

Nur der Satz 10 in § 2 ist in keiner Weise auf beliebige Elemente 
tibertragen worden. Es seien ABC eigentliche Punkte, nicht in ge- 
rader Linie; eine Gerade der 
Ebene ABC schneide die Ge- 
radenRD.Gs GAMA bainva gore 
Jener Satz sagt dann aus, daf, 
wenn a der Strecke BC, aber b 
nicht der Strecke CA angehort, 
c sich innerhalb der Strecke A B 
befindet. Da aber in der Ebene 
ABC eine Gerade d, die BC, 
CA, AB ina’, b’, c’ schneidet, so 
angenommen werden kann, dab 
weder a’ in der Strecke BC noch 
b’ in der Strecke CA noch c’ in 
der Strecke AB liegt, so kénnen 
wir unter Zuziehung einer solchen Geraden den Satz dahin fassen, 
daB die Punkte AB durch cc’ getrennt werden, wenn BC durch aa’ 
und CA nicht durch 00’ getrennt werden. 

In der letzten Fassung gilt nun der Satz iiber die urspriinglichen 
Grenzen hinaus und erlangt dadurch, sofern man in einer Ebene bleibt, 
die Bedeutung eines Analogon zu § 2 Satz 10. Es wird dies klar her- 
vortreten, wenn wir folgende Ausdrucksweise einfithren. Sind « By 6 
Punkte einer Geraden, « B durch y 6 getrennt, d eine andere Gerade 


Abb. 25. 
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durch 6, so wollen wir sagen: Der Punkt y liegt zwischen « und B bei 
ausgeschlossener Geraden d oder fiir den Grenzstrahl d. 

Ist namlich in einer Ebene die ,,auszuschlieBende Gerade“ gegeben, 
so wird durch sie in jeder andern Geraden der Ebene der ,,auszuschlie- 
Bende Punkt“ bestimmt. Die Sdtze b—f in § 1 gelten fiir beliebige 
Punkte in einer beliebigen Geraden der Ebene (auBer d) auch dann, wenn 
dey Punkt E durch die Gerade d ersetzt wird, und es tritt, wie bereits 
angedeutet, der Satz hinzu: 

1. Sind die Punkte A BC und der Strahl d in einer Ebene enthalten, 
die durch die drei Punkte bestimmt wird, und werden die Verbindungs- 
linien BC, CA, AB von einem andern Strahl in abc so getroffen, daB 
fiir den Grenzstrahl d der Punkt a zwischen B und C liegt, aber b nicht 
zwischen C und A, so liegt c zwischen A und B fir den Grenzstrahl d. 

Mit diesem Satze steht ein auf das Strahlenbiindel beziiglicher in 
genauem Zusammenhange, namlich: 

2. Liegen die Strahlen E FG in einem Biindel, aber nicht in einer 
Ebene, ist H eine Ebene durch den Scheitel des Biindels, und werden 
die Ebenen FG, GE, EF von einer andern, ebenfalls durch den Scheitel 
gelegten Ebene in den Strahlen e/g so getroffen, da8 fiir die Grenz- 
ebene H der Strahl e zwischen F und G liegt, aber / nicht zwischen 
G und E£, so liegt g zwischen EF und F fiir die Grenzebene H. 

Hier ist wieder eine neue Ausdrucksweise angewendet worden; wenn 
namlich in einer Ebene « By 6 Strahlen eines Biischels sind, « 6 durch 
yo getrennt, H eine zweite Ebene durch 0, so sage ich: der Strahl y liegt 
zwischen a und B fiir die Grenzebene H. Die beiden Satze werden im 
Zusammenhange bewiesen. Wenn die Geraden BC, CA, AB von d 
in den Punkten a’b’c’ und die Ebenen F/G, GE, EF von H in den 
Strahlen e’/’g’ geschnitten werden, so wird das eine Mal vorausgesetzt, 
da8 BC durch aa’ getrennt werden, CA nicht durch 60’, und dann sollen 
AB durch cc’ getrennt werden; das andere Mal wird vorausgesetzt, 
daB FG durch ee’ getrennt werden, GE nicht durch //’, und dann sollen 
EF durch gg’ getrennt werden. 

Der erste Satz ist bereits 
bewiesen fiir den Fall, wo 
ABC eigentliche Punkte sind 
und die Gerade d weder zwi- 
schen B und C noch zwischen 
C und A noch zwischen A und 
B hindurchgeht. Um den zwei- 
ten Satz zunachst fiir Biindel 
mit eigentlichem Scheitel zu be- 
weisen, nehme ich in den Strah- 
len EFG (also nicht in gerader 
Linie) die eigentlichen Punkte 
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ABC auf derselben Seite der Ebene H. Dann liegen die Punkte B 
und C auf derselben, Seite des Strahles e’, die Punkte C und A auf 
derselben Seite des Strahles /’, die Punkte A und B auf derselben 
Seite des Strahles g’. Werden nun die Geraden BC, CA, AB von efg 
in abc und von eé'f’g’ in a’b’c’ getroffen, so liegen die Punkte abc in 
gerader Linie, ebenso die Punkte a’b’c’, aber a’ nicht in der Strecke 
BC, b’ nicht in der Strecke CA, c’ nicht in der Strecke AB. Der 
Voraussetzung zufolge werden FG durch ee’ getrennt, aber GE 
nicht durch //’, folglich auch BC durch aa’, aber CA nicht durch 00’. 
Daraus schlie8t man endlich, da8 AB durch cc’ getrennt werden, mit- 
hin auch EF durch gg’. 

Der erste Satz kann jetzt allgemein bewiesen werden. Zieht man 
namlich von einem eigentlichen Punkte auSerhalb der Ebene ABC 
nach den Punkten A BC, abc, a’ b’c’ die Strahlen E FG, efg, e'f’ g’, so liegen 
EFG nicht in einem Biischel; dagegen liegen efg in einer Ebene, des- 
gleichen e’/’g’, FGee', GEf/’, Ef gg’, d.h, die Ebenen FG, GE, EF 
werden von einer durch den Scheitel des Biindels EF gelegten Ebene 
in den Strahlen efg, von einer andern Ebene durch denselben Punkt 
in e’ f’ g’ geschnitten. Da BC durch aa’ getrennt werden, aber CA nicht 
durch 0b’, so werden FG durch ee’ getrennt, aber GE nicht durch //’. 
Folglich werden EF durch gg’ getrennt, also auch AB durch cc’, 

Um endlich den zweiten Satz allgemein zu beweisen, durchschneide 
ich die Strahlen EFG, efg, e’/’g’ mit einer Ebene, die den Scheitel 
des Biindels nicht enthalt, in den Punkten ABC, abc, a'b’c’. Die 
Punkte A BC liegen nicht in gerader Linie, wohl aber abc, a’ b’c’, BC aa’, 
CAbb’, ABcc’. Man schlieBt zuerst, daB BC durch aa’ getrenat 
werden, aber CA nicht durch 00’; daraus weiter, daB AB durch cc’ 
getrennt werden, also EF durch gg’. 

Wir haben eine Gerade benutzt, um fiir jede geradlinige Punktreihe 
(auBerhalb dieser Geraden) in einer Ebene den_,,auszuschlieBenden 
Punkt“ zu bestimmen. Wir haben eine Ebene benutzt, um fiir jedes 
Strahlenbiischel (auBerhalb dieser Ebene) in einem Strahlenbiindel den 
,auszuschlieBenden Strahl zu bestimmen. Man kann in gleicherweise 
einen Punkt benutzen, um fiir jedes Strahlenbiischel (dessen Scheitel 
nicht in diesen Punkt fallt) in einer Ebene den _ ,,auszuschlieBenden 
Strahl“ zu bestimmen. Wenn namlich « By 6 Strahlen eines Biischels 
sind, « 8 durch y 6 getrennt, mein Punkt von 6 (nicht der Scheitel), 
so sage ich: der Strahl y liegt zwischen « und B fiir den Grenzpunkt m. 
Endlich wird eine Gerade benutzt, um fiir jedes Ebenenbiischel (dessen 
Achse nicht in die Gerade fallt) in einem Ebenenbiindel die ,,auszu- 
schlieBende Ebene“ zu bestimmen. Sind namlich « By 6 Ebenen eines 
Biischels, « 6 durch y 6 getrennt, s eine Gerade der Ebene 6 (nicht die 
Achse), so sage ich: Die Ebene y liegt zwischen « und B fiir den Grenz- 
strahl s. 
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Man dar} jetzt in den Sédtzen des § 3 den Strahl k durch die Ebene 
H oder den Punkt m, in denen des § 4 die Ebene T durch die Gerade s 
ersetzen, 

Werden die obigen Definitionen angenommen, so bieten sich zwei 
weitere Satze dar. 

3. Sind die Geraden J KL und der Punkt m in einer Ebene ent- 
halten, die drei Geraden nicht in einem Biischel, und werden die Punkte 
KL, LJ, JK mit einem andern Punkte derselben Ebene durch die 
Strahlen 7k] so verbunden, da8 fiir den Grenzpunkt m der Strahl 7 
zwischen K und L liegt, aber k nicht zwischen L und /, so liegt J zwi- 
schen J und K fiir den Grenzpunkt m. 

4. Liegen die Ebenen PQR in einem Biindel, aber nicht in einem 
Biischel, ist s ein Strahl durch den Scheitel des Biindels, und werden 
die Geraden QR, RP, PQ mit einer andern, ebenfalls durch den Scheitel 
gelegten Geraden durch die Ebenen qv so verbunden, da fiir den 
Grenzstrahl s die Ebene ~ zwischen Q und R liegt, aber g nicht zwischen 
R und P, so liegt 7 zwischen P und Q fiir den Grenzstrahl s. 

Auch diese beiden Satze werden im Zusammenhange bewiesen, Be- 
zeichnet man mit ABC die Punkte KL, LJ, JK und mit 2’ k’l’ die 
Strahlen Am, Bm, Cm, ferner mit EFG die Strahlen QR, RP, PQ 
und mit p’q'7’ die Ebenen Es, Fs, Gs, so wird im dritten Satze an- 
genommen, daB KL durch 12’ getrennt werden, LJ nicht durch kR’, 
und behauptet, daB dann JK durch //’ getrennt werden; im vierten 
Satze wird angenommen, daB QR durch ff’ getrennt werden, RP nicht 
durch gq’, und behauptet, daB PQ durch v7’ getrennt werden. 

Ich beweise zunachst den 
dritten Satz fiir den Fall, wo 
ABC eigentliche Punkte sind 
und 2’ zwischen B und C, k’ 
zwischen C und A _ hindurch- 
geht. In diesem Falle ist m 
ein eigentlicher Punkt und 
liegt zwischen A und j7’, B 
und Kk’, C und LI’; wenn also 
K und & sich in x begegnen, 
so ist x ein Punkt der Strecke Abb. 27. 

CA, und 7 geht nicht zwischen 

B und «x hindurch; folglich geht auch / nicht zwischen B und x hin- 
durch, d. h. JK werden durch J//’ getrennt. — Das Ergebnis benutze 
ich, um den vierten Satz fiir Ebenenbiindel mit eigentlichem Scheitel 
zu beweisen. Bei einem solchen Biindel wiahle ich den eigentlichen 
Punkt C im Strahl G beliebig und die eigentlichen Punkte A und B 
in E und F derart, daB die Ebene q’ zwischen C und A, die Ebene #’ 
zwischen B und C hindurchgeht; ABC liegen nicht in gerader Linie. 
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Die Ebenen POR, pq7, p’q'7’ mégen von der Ebene A BC in den Ge- 
raden JKL, ikl, i’k'l' getroffen werden; dann begegnen sich KLii’ in 
A, LJkk' in B, JKil' in C, und auch thi; 7’k'l’ liegen je in einem 
Strahlenbiischel; iitberdies werden KL durch 72’ getrennt, aber LJ 
nicht durch kk’; und endlich liegen B und C auf verschiedenen Seiten 
von 7’, C und A auf verschiedenen Seiten von k’. Nach dem Voran- 
geschickten werden auch JK durch //’ getrennt, mithin PQ durch 77’. 

Der allgemeine Beweis des dritten Satzes ergibt sich nun, indem 
man die (jetzt beliebigen) Punkte A BC mit einem eigentlichen Punkte 
auBerhalb der Ebene ABC durch Strahlen EFG und die Geraden 
JKL, ikl, i'k'l’ mit demselben Punkte durch Ebenen PQR, pqr, p'7'” 
verbindet, so daB die Ebenen QRPPf’ durch E, RPqq’ durch F, PQrr’ 
durch G gehen und auch pqr, ~’q'7 je in einem Ebenenbiischel liegen. 
Man findet dann, daB QR durch pf’ getrennt werden, aber RP nicht 
durch gq’; daraus folgt, da8 PQ durch 77’, also JK durch //’ getrennt 
werden. — Endlich ergibt sich der allgemeine Beweis des vierten Satzes, 
indem man aus den Ebenen PQR, pqr, p’q'7' mit irgendeiner Ebene, 
die nicht durch den Scheitel des Ebenenbiindels geht, Strahlen J/KL, 
tkl, 2’k'l’ herausschneidet. 

Wie der erste und dritte Satz nur von ebenen Figuren (Plan- 
{iguren), so handeln auch der zweite und vierte von F guren einer 
besonderen Art, insofern nur Strahlen und Ebenen vorkommen, 
die einen und denselben Punkt enthalten; solche Figuren, aus 
Strahlen eines Strahlenbiindels und Ebenen eines Ebenenbiindels mit 
eimerlei Scheitel (Mittelpunkt) zusammengesetzt, mdgen zentrische 
Figuren heiBen+). Die Begriffsbildungen dieses Paragraphen sind noch 
nicht abgeschlossen, weil sie nur bei Planfiguren in einerlei Ebene 
oder bei zentrischen Figuren mit einerlei Scheitel brauchbar sind. 
Es bedarf einer Bestimmung, nach der in allen Ebenen der Grenzstrahl 
also in allen Geraden der ,,auszuschlieBende Punkt“ angegeben werden 
kann. Dies wird durch Einfithrung irgendeiner Ebene WN geleistet; 
sind namlich « By6 Punkte einer Geraden auBerhalb der Ebene N, 
«PB durch yo getrennt, 6 der Durchschnittspunkt der Geraden und der 
Ebene, so sage ich: ,,der Punkt y liegt zwischen « und fiir die Grenz- 
-ebene N‘‘. Ahnliche Bestimmungen werden fiir die Strahlen- und Ebenen- 
bischel getroffen. Sind « By 6 Strahlen eines Biischels, «6 durch y6é ge- 
trennt, 7 eine Gerade (nicht durch den Scheitel des Biischels, nicht in 
-dessen Ebene), 6 der sie schneidende Strahl des Biischels, so sage ich: 
,der Strahl y liegt zwischen « und f fiir den Grenzstrahl n‘‘. Sind 
-%By0 Ebenen eines Biischels, «6 durch y6 getrennt, v ein Punkt auBer- 
halb der Achse, 6 die durch ihn gehende Ebene des Biischels, so sage ich: 
_die Ebene y liegt zwischen « und # fiir den Grenzpunkt »“‘. Man darf 


1) Staudt: Geometrie der Lage, Vorwort, 1847. 
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jetzt in die Sdtze des § 1 fiir den Grenzpunkt E die Ebene N, in die des 
§ 3 fir den Grenzstrahl k dieGerade n, in die des § 4 fiir die Grenzebene 
T den Punkt v einfiihven und erhalt iiberdies folgende Fassungen der 
obigen vier Satze: 

a) Sind die Punkte A BC nicht in einer Geraden enthalten, und werden 
die Verbindungslinien BC, CA, AB von einer andern Geraden in abc 
so getroffen, daB fiir die Grenzebene N der Punkt a zwischen B und C 
liegt, aber b nicht zwischen C und A, so liegt c zwischen A und B fiir die 
Grenzebene N. 

b) Liegen die Strahlen EFG in einem Biindel, aber nicht in einem 
Biischel, und werden die Ebenen FG, GE, EF von einer durch den Scheitel 
gelegten Ebene in efg so getroffen, daB fiir den Grenzstrahl n der Strahl e 
zwischen F und G liegt, aber f nicht zwischen G und E, so liegt g zwischen 
E und F fiir den Grenzstrahl n. 

c) Sind die Geraden JKL in einer Ebene enthalten, aber nicht in 
emmem Biischel, und werden die Punkte KL, LJ, JK mit einem Punkte 
derselben Ebene durch ikl so verbunden, daB fiir den Grenzstrahl n der 
Strahl 1 zwischen K und L hegt, aber k nicht zwischen L und J, so liegt 
L zwischen J und K fiir den Grenzstrahl n. 

d) Sind die Ebenen PQR nicht in einem Biischel enthalten, und werden 
die Strahlen QR, RP, PQ mit einer Geraden durch pqr so verbunden, 
dap fiir den Grenzpunkt v die Ebene p zwischen Q und R liegt, aber q 
nicht zwischen R und P, so liegt r zwischen P und Q fiir den Grenzpunkt v. 

Die Ubertragung der Sdtze 6—9 und 12 in §1 und des Satzes 10 
in § 2 auf beliebige Punkte, die weder auf eine Gerade noch auf eine 
Ebene beschrankt sind, ist jetzt geleistet, soweit sie méglich ist. Frei- 
lich nicht in der einfachen Weise, wie bei den andern Fundamental- 
saitzen; denn an Stelle des auf eigentliche Punkte beziiglichen Begriffes 
, zwischen“, der bei drei eigentlichen Punkten einer Geraden stets an- 
wendbar war, muBte ein auf beliebige Punkte beziiglicher Begriff ge- 
bildet werden, der bei drei Punkten einer Geraden nicht ohne weiteres 
anwendbar ist, sondern die Festlegung einer Ebene N voraussetzt. Aus 
dem neuen Begriffe kann man weitere ableiten, die gewissen im ersten, 
dritten und vierten Paragraphen abgeleiteten Begriffen entsprechen, 
aber, mit bestimmter Ausnahme, noch die Ebene N wesentlich ent- 
halten. Die Ausnahme ist folgende: Wenn «fy 06 Punkte einer Geraden 
sind, y zwischen « und f fiir die Grenzebene N, 6 aber nicht, oder um- 
gekehrt, so ist diese Beziehung von der Ebene N unabhangig, die Punkte 
#B werden durch y6 getrennt. Es wird also kein auf vier Punkte einer 
Geraden und eine Ebene beziiglicher Begriff erzeugt, ebensowenig ein 
ahnlicher Begriff im Strahlen- oder Ebenenbiischel. 

Das Streben, méglichst viele Figuren, die Anhaltspunkte zu gleich- 
maBiger Behandlung darbieten, unter einen Gesichtspunkt zu brin- 
gen, hat die ,,eigentliche‘‘ Bedeutung der elementaren geometrischen 
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Benennungen immer mehr in den Hintergrund gedrangt. Es ist notig 
geworden, jene Benennungen durchweg in dem allgemeinsten Sinne, der 
sich ihnen (bis jetzt) erteilen lieB, so lange anzuwenden, als nicht durch 
besondere Forderungen die Beschrankung auf den ,,eigentlichen“’ Sinn 
bedingt wird. Wenn demgema8 zu einer gegebenen Figur eine an- 
dere, mit jener in vorgeschriebenem Zusammenhange stehende ver- 
langt wird, so behandeln wir die Aufgabe in ihrem allgemeinen Sinne 
und suchen fiir die unbekannte Figur eine Konstruktion, die nach 
einheitlicher Vorschrift in allen méglichen Fallen angewendet werden 
kann. Erst im Ergebnis finden die etwa vorhandenen einschrénkenden 
Forderungen ihre Beriicksichtigung. 

Die Analysis verfahrt in gleicher Weise, wenn zu gegebenen Zahlen 
eine andere, mit jenen in vorgeschriebenem Zusammenhange stehende 
berechnet werden soll. Sie lehrt, wie samtliche unter den allgemeinsten 
Zahlenbegriff sich unterordnende Lésungen gefunden werden, unbe- 
kimmert um die Veranlassung des Problems, deren Natur haufig eine 
spezielle Zahlengattung bedingt. — 

Zu spaterer Benutzung fiige ich hier folgende Betrachtung an. 

Es seien ABC drei nicht in gerader Linie gelegene Punkte, a ein 
von B und C verschiedener Punkt der Geraden BC, 6 ein von C und 
A verschiedener Punkt der Geraden CA. Nimmt man auf den Geraden 
BC, CA Punkte a’, b’ derart, da8 BC durch aa’, CA durch bb’ ge- 
trennt werden (§ 7, drittletzter Lehrsatz), und legt man durch a’ und 0’ 
eine von der Ebene A BC verschiedene Ebene N, so liegt fiir die Grenz- 
ebene N der Punkt a zwischen B und C, der Punkt 6 zwischen C und A. 

Nunmehr seien A BCD Punkte einer Ebene, keine drei in gerader 
Linie; ferner seien abc die Schnittpunkte der Geraden BC und AD, 
CA und BD, AB und CD, also verschieden von ABCD. Wahlt man 
dann die Ebene N, wie oben, so folgt mittels des 15. Lehrsatzes des 
§ 2, daB c fiir die Grenzebene N zwischen A und B liegt. Denn in 
§9 hat sich ergeben, da8& bei jeder Figur iberall, wo drei eigent- 
liche Punkte einer Geraden vorkommen und von dem einen gesagt 
wird, da er zwischen den beiden andern liegt oder nicht, die Worte 
, tur die Grenzebene N“ hinzugefiigt und sodann alle eigentlichen Ele- 
mente der Figur durch beliebige ersetzt werden diirfen. 

In derselben Weise kann man den 11. Lehrsatz des § 2 verallge- 
meinern. Demnach bestehen folgende Satze: 

Liegen die Punkte ABCD in einer Ebene, aber keine drei in ge- 
rader Linie, und werden die Geraden BC, CA, AB von den Geraden 
AD, BD, CD in abc getroffen, so kann man die Ebene N derart 
wahlen, da8 fiir die Grenzebene N der Punkt a zwischen B und C 
liegt, b zwischen C und A, c zwischen A und B. 

Sind ABC drei nicht in gerader Linie gelegene Punkte, und liegt 
fiir eme Grenzebene der Punkt a auf der Geraden BC zwischen B 
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und C, 6 auf CA zwischen C und 4, c auf AB zwischen A und B, so 
liegen abc nicht in gerader Linie. 

Aus diesen beiden Satzen folgt endlich: Liegen die Punkte A, B, C, D 
in einer Ebene, aber keine drei in gerader Linie, und werden die Geraden 
BC, CA, AB von den Geraden AD, BD, CD in den Punkten a, b,c 
getrofien, so liegen a, 6, c nicht in gerader Linie. 


§10. Perspektive Figuren. 


Im vorigen Paragraphen sind Planfiguren und zentrische Figuren 
wiederholt zueinander in Beziehung gesetzt worden, um Eigen- 
schaften solcher Figuren zu beweisen. Mit einem Punkte auBer- 
halb ihrer Ebene wurden die Punkte einer Planfigur durch Strahlen, 
ihre Geraden durch Ebenen verbunden und so der Ubergang von einer 
Planfigur zu einer mit ihr eng zusammenhdngenden zentrischen Figur 
bewerkstelligt. Mit einer Ebene, die den Scheitel nicht enthalt, wurden 
die Strahlen einer zentrischen Figur in Punkten, ihre Ebenen in 
Geraden durchschnitten und so der umgekehrte Ubergang vollzogen. 
Man nennt bei solcher Lage die beiden Figuren zueinander perspehtiv, 
die Planfigur einen Schnitt der zentrischen Figur. 

Es seien ab... die Punkte, «6... die Geraden einer Plantigur, 
ab’... die Strahlen, «’f’... die Ebenen einer zentrischen Figur, 
deren Scheitel nicht in der Ebene der Planfigur enthalten ist; die 
Anzahl der Punkte ab ... sei gleich der der Strahlen a@’b’..., die An- 
zahl der Geraden «f ... gleich der der Ebenen «’f’ ...; der Punkt a 


selina, 6 in\b’, —.., die Gerade « in «,/B in pf, ... enthalten. “Die 
Figuren ab... «8... und a’b’... af’... sind alsdann perspek- 
tiv, und man nennt in ihnen aa’, bb’, ..., aa’, BB’, ... homologe Ele- 


mente; die Angabe der Elemente erfolgt in den beiden Figuren in solcher 
Reihenfolge, daB je zwei homologe Elemente die gleichen Platze ein- 
nehmen. Von jedem Elemente der Planfigur ko6nnen wir sagen, daf 
es in dem homologen liegt; von jedem Elemente der zentrischen 
Figur, daB es durch das homologe hindurchgeht. Um eine gleich- 
maBigere Ausdrucksweise zu erméglichen, wollen wir von einem Punkte 
und einer Geraden, wenn der Punkt zu der Geraden gehort, auch 
sagen: der Punkt liegt an der Geraden, die Gerade liegt an dem 
Punkte; diese Festsetzung mag sich auch auf Punkt und Ebene, sowie 
auf Gerade und Ebene beziehen. Wir werden also sagen: Je zwei 
homologe Elemente der beiden perspektiven Figuren liegen aneinander, 
Und die charakteristische Eigenschaft der beiden Figuren k6nnen wir 
jetzt so aussprechen: Liegen zwei Elemente der einen Figur aneinander, 
so sind auch in der andern Figur die homologen Elemente aneinander 
gelegen. 

Nimmt man in der Ebene der Planfigur einen beliebigen Punkt m, 


so gehdrt er entweder zu der Planfigur oder kann zu ikr hinzugefiigt 
5* 
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werden; jedenfalls wird er mit dem Scheitel der zentrischen Figur durch 
einen bestimmten Strahl m’ verbunden, der bei der Betrachtung sol- 
cher perspektiven Figuren der homologe Strahl zum Punkte m genannt 
wird. Uberhaupt gehért zu jedem Element, um das die eine Figur 
sich erweitern 1aBt, ein ,,homologes‘‘ Element, um das die andere sich 
erweitern laBt. Sooft also Punkte der Planfigur in einer Geraden lte- 
gen, bilden die homologen Strahlen ein Biischel, und umgekehrit; und 
sooft Strahlen der Planfigur durch einen Punkt gehen, gehen die homologen 
Ebenen durch eine Gerade, und umgekehrt. Daher entspricht dem Schnitt- 
punkte zweier Geraden der Planfigur die Schnittlinie der homologen 
Ebenen, der Verbindungslinie zweier Punkte der Planfigur die Verbin- 
dungsebene der homologen Strahlen. 


Jedem Teile der Planfigur entspricht ein homologer Teil der per- 
spektiven zentrischen Figur; diese Teile sind wieder in perspektiver 
Lage. Beispielsweise entspricht einer geraden Punktreihe ein Strahlen- 
biischel, so daB perspektive Figuren in einer Ebene entstehen; und 
wenn in einer dieser Figuren zwei Paare von Elementen durcheinander 
getrennt werden, so findet zwischen den homologen Paaren die gleiche 
Beziehung statt. Ein Strahlenbiischel und eine gerade Punktreihe sind 
perspektiv, wenn die Punktreihe ein Schnitt des Strahlenbiischels ist. — 
Einem Strahlenbiischel als Planfigur entspricht ein Ebenenbiischel als 
perspektive zentrische Figur; das Strahlenbiischel ist ein Schnitt des 
Ebenenbiischels; der Scheitel des ersteren liegt in der Achse des letz- 
teren und ist also der Scheitel einer zentrischen Figur, die sich aus 
dem Strahlen- und dem Ebenenbischel zusammensetzt. Getrennten 
Paaren des einen Biischels entsprechen wieder getrennte Paare im 
andern Biischel: — Man nennt endlich auch eine gerade Punktreihe 
und ein Ebenenbiischel perspektiv, wenn beide sich in perspektiver 
Lage mit einem Strahlenbiischel (also nicht blo&B mit einem) befinden. 
Auch hier sind je zwei homologe Elemente aneinander gelegen, die 
Punktreihe kann ein Schnitt des Ebenenbiischels genannt werden, und 
die getrennte Lage von Paaren der einen Figur iibertragt sich alle- 
mal auf die homologen Elemente. 


Die gerade Punktreihe ist unter die ebenen Figuren, das Ebenen- 
biischel unter die zentrischen, das Strahlenbiischel unter beide zu 
rechnen. Wir kénnen daher zusammenfassend den Satz aussprechen: 
Sooft in einer Planfigur zwer Elementenpaare einander trennen, sind in 
jeder perspektiven zentrischen Figur die homologen Paare durch einander 
getrennt, und umgekehrt'). — Eine gerade Punktreihe und ein perspek- 
tives Strahlenbiischel kénnen als Teile einer Planfigur erscheinen; dann 
sind in jeder perspektiven zentrischen Figur die homologen Teile auch 


1) Dabei ist der Fall zweier perspektiven Strahlenbiischel mit inbegriffen, der 
erst spater zur Sprache kommt. 
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unter sich perspektiv. Ein Strahlenbiischel und ein perspektives 
Ebenenbischel kénnen als Teile einer zentrischen Figur erscheinen; in 
jeder perspektiven Planfigur sind alsdann die entsprechenden Teile 
ebenfalls unter sich perspektiv. 

Wir haben in diesem Paragraphen nirgends von eigentlichen Ele- 
menten (Punkten, Geraden, Ebenen) gesprochen und demnach auch 
keine geometrischen Begriffe angewendet, die sich blo8 auf eigentliche 
Elemente beziehen. Es sind die Ausdriicke Punkt, Gerade und Ebene 
nur in ihrem allgemeinen Sinn, auBerdem der Begriff des Aneinander- 
liegens von zwei Elementen und der Begriff der getrennten Lage von 
zwei Elementenpaaren vorgekommen (wenn man von den Begriffen 
absieht, die aus jenen ohne Zuziehung anderer abgeleitet werden kénnen). 
Von diesen Begriffen sagt man, daB sie sich auf die ,,Lage beziehen. Sie 
muBten zwar, den geometrischen Kernbegriffen gegeniitber, als abge- 
leitete eingefiihrt werden; aber wenn man aus ihnen ohne Zuziehung 
anderer geometrischer Begriffe weitere ableitet (von denen man eben- 
falls sagen wird, daB sie sich auf die Lage beziehen), so kann man inner- 
halb der auf die Lage beztiglichen Begriffsgruppe jene den iibrigen als 
Stammbegriffe voranstellen. Diejenigen Lehrsatze der Geometrie, die 
keine anderen geometrischen Begriffe enthalten, werden als ein be- 
sonderer Teil der Geometrie betrachtet, den man die Geometrie der 
Lage nennt. Von den bisherigen Satzen gehoren in § 7 die vier letzten, 
in §8 die Satze 1, 2, 4, 5, 7—15, in §9 alle Ergebnisse auBer dem 
ersten Satze (Seite 60), in § 10 alle Satze zur Geometrie der Lage. 
Punkt, Gerade und Ebene (im allgemeinen Sinne), Aneinanderliegen 
von Elementen und Getrenntliegen von Paaren spielen in der Geometrie 
der Lage die Rolle von Stammbegriffen, auf die alle anderen zuriick- 
gefiihrt werden. 

Diejenigen Relationen zwischen den Elementen einer Figur, zu 
deren Angabe nur auf die Lage beziigliche Begriffe erfordert werden, 
bilden ihre auf die Lage beziiglichen Eigenschaften und werden auch 
grvaphische (deskriptive) Eigenschaften der Figur genannt. Die Geo- 
metrie der Lage ist demnach die Lehre von den graphischen Eigen- 
schaften der Figuren; sie lehrt aus graphischen Eigenschaften einer 
Figur auf andere ebensolche Eigenschaften schlieBen. Jeder Satz, bei 
dessen Beweise nur auf Lage beziigliche Satze und Begriffe in An- 
wendung kommen, kann wieder nur einen Zusammenhang zwischen 
graphischen Eigenschaften behaupten, z. B. jede Folgerung aus den so- 
eben angefiihrten Theoremen. Aber das Umgekehrte ist nicht richtig; 
die bisherigen Satze, die zur Geometrie der Lage gehéren, muBten 
groBenteils aus Satzen anderer Natur hergeleitet werden, und diese Er- 
scheinung wird sich spaterhin noch wiederholen. 

Eine graphische Eigenschaft einer Figur ist es auch, wenn sie zwel 
unter sich perspektive Bestandteile enthalt. Es werden daher alle 
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bisherigen Bemerkungen iiber perspektive Figuren durch den Satz um- 
faBt: Wenn eine Planfigur sich in perspektiver Lage mit einer zentrischen 
Figur befindet, so kommt jede graphische Eigenschajft von Bestandteilen der 
einen Figur auch den homologen Bestandteilen der andern zu), Und daraus 
folgt das wichtigste Gesetz, das die Lehre von den Planfiguren (Plani- 
metrie) mit der Lehre von den zentrischen Figuren, soweit es sich 
nur um Lage handelt, eng verknipft: 

Jeder Satz, der von graphischen Eigenschaften einer Planfigur han- 
delt, kann auf zentrische Figuren iibertragen werden, indem man die 
Punkte der Planfigur durch Strahlen, thre Geraden durch Ebenen ersetzt. 

Ein solcher Satz namlich lehrt, daB man, sooft in einer Planfigur 
gewisse graphische Eigenschaften vorausgesetzt werden, auf gewisse 
andere graphische Eigenschaften zu schlieBen berechtigt ist, und es 
handelt sich darum, das Entsprechende fiir die zentrischen Figuren 
zu beweisen. Man nimmt also eine zentrische Figur mit den Eigen- 
schaften an, die der Voraussetzung des planimetrischen Satzes ent- 
sprechen, und geht zu irgendeiner perspektiven Planfigur ber. 
Dieser kommen die analogen Eigenschaften zu, folglich auch diejenigen, 
welche die Behauptung des planimetrischen Satzes ausmachen, und die 
Eigenschaften, welche den letzteren entsprechen, besitzt daher auch 
die zentrische Figur. Mit gleichem Rechte werden planimetrische Satze, 
die graphische Eigenschaften betreffen, aus den analogen Sdtzen iiber 
zentrische Figuren ohne besonderen Beweis entnommen. — Hiermit ist 
das Gesetz ausgesprochen, nach dem im vorigen Paragraphen die 
Satze 1 und 2, 3 und 4 zusammengehoéren. Wir k6nnen noch hinzu- 
fiigen: Jede graphische Eigenschaft, die man fiir eine gerade Punktrethe 
oder ein Strahlenbiischel oder ein Ebenenbiischel bewiesen hat, ist auch 
fiir die beiden anderen Gebilde giiltig. 

Ziehen wir jetzt zwei ebene Schnitte einer und derselben zentrischen 
Figur in Betracht, also zwei mit einer zentrischen perspektive Figuren 
in verschiedenen Ebenen (P und P’), die auch unter sich ferspektiv 
genannt werden. Je zwei Elemente, Punkte oder Geraden, die an 
demselben Elemente der zentrischen Figur liegen, heiBen homolog; je 
zwei homologe Geraden haben eine Ebene, mithin auch einen (in 
der Geraden PP’ gelegenen) Punkt gemein. Die Gerade PP’ ist sich 
selbst homolog, ‘ebenso ihre Punkte; man sagt von diesen Elementen, 
sie seien den beiden Figuren entsprechend gemein. Die Verbindungs- 
linien homologer Punkte, sowie die Verbindungsebenen homologer 
Geraden laufen durch einen Punkt O, das Zentrum der Perspek- 


1) Manche graphische Eigenschaften werden unter Zuziehung von Hilfselemen- 
ten definiert, z. B. die in § 11 zu besprechende harmonische Lage. Auf solche 
Eigenschaften kann der obige Satz (und die aus ihm gefolgerten Satze) nur be- 
zogen werden, insofern die Hilfselemente an der Ebene der Planfigur, bzw. am 
Scheitel der zentrischen Figur liegen. 
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tivitat. Von den Elementen einer solchen Figur, etwa der in P gele- 
genen, sagt man auch, sie seien aus dem Punkte O auf die andere 
Ebene P’ nach den homologen frojiziert. Man sagt also, daB aus 
dem Punkte O (dem Projektionszentrum) auf die Ebene P’ (die Pro- 
jektionsebene) der Punkt @ nach a’ (seiner Projektion), die Gerade « 
nach «’ (ihrer Projektion) projiziert werde, wenn die Ebene P’ von dem 
(projizierenden) Strahl Oa in a’, von der (projizierenden) Ebene Ox 
in « geschnitten wird. Jede Gerade hat mit ihrer Projektion einen 
Punkt gemein. Die Verbindungslinie zweier Punkte wird nach der der 
entsprechenden Punkte, der Durchschnittspunkt zweier Geraden nach 
dem der entsprechenden Geraden projiziert. Von zwei perspektiven Plan- 
figuren in verschiedenen Ebenen ist hiernach jede eine Projektion der 
anderen; die projizierenden Strahlen und Ebenen bilden eine zu bei- 
den perspektive zentrische Figur (die projizierende Figur). Jeder Strahl 
der einen Planfigur wird von der Durchschnittslinie der beiden Ebenen 
in demselben Punkte getroffen, wie seine Projektion. 

Perspektive Figuren in verschiedenen Ebenen haben alle graphischen 
Eigenschaften gemein, weil diese durch die projizierende Figur von der 
einen Planfigur auf die andere iibertragen werden; mit anderen Worten: 
Die graphischen Eigenschaften einer Planfigur werden durch Projektion 
auf eime andere Ebene nicht geandert. 

Die gerade Punktreihe ist eine spezielle ebene Figur, die mit 
jeder perspektiven Planfigur in einer Ebene enthalten ist. Je zwei 
perspektive gerade Punktreihen setzen gerade Linien (Trager) in einer 
Ebene voraus und haben den Durchschnittspunkt ihrer Trager ent- 
sprechend gemein. Perspektive Punktreihen (in verschiedenen Geraden) 
sind Schnitte eines bestimmten Strahlenbiischels, also einem Strahlen- 
biischel perspektiv. Innerhalb einer Ebene wird der Punkt a aus O 
auf eine Gerade nach a’ projiziert, wenn diese dem Strahle Oa in a’ 
begegnet; jede gerade Punktreihe wird nach einer perspektiven Punkt- 
reihe projiziert. Die Verbindungslinien homologer Punkte zweier per- 
spektiven Punktreihen laufen im Projektionszentrum zusammen. 

Das Strahlenbiischel ist ebenfalls eine spezielle ebene Figur; bei 
seiner Projektion auf eine andere Ebene sind jedoch zwei Falle zu 
unterscheiden. Entweder ist der Scheitel in der Projektionsebene ge- 
legen, mithin sich selbst homolog; dann entstehen perspektive Strahlen- 
biischel in verschiedenen Ebenen, aber mit gleichem Scheitel, die also 
zusammen in einer zentrischen Figur vorkommen k6nnen; solche 
Strahlenbiischel haben die Durchschnittslinie ihrer Ebenen entspre- 
chend gemein. Oder der Scheitel ist von seiner Projektion verschieden, 
so daB perspektive Strahlenbiischel in verschiedenen Ebenen und mit 
verschiedenen Scheiteln entstehen; dann bilden die Durchschnittspunkte 
homologer Strahlen eine gerade Punktreihe (den perspektiven Durch- 
schnitt der Biischel), namlich auf der Durchschnittslinie der beiden 
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Ebenen; die Biischel sind demnach einer und derselben geraden Punkt- 
reihe perspektiv. In beiden Fallen aber haben wir es mit Schnitten 
eines Ebenenbiischels, sei es durch denselben Punkt der Achse oder 
durch verschiedene Punkte, zu tun (projizierendes Ebenenbiischel). 

Den perspektiven Planfiguren stehen perspektive zentrische Figuren 
gegeniiber. Je zwei zentrische Figuren mit verschiedenen Scheiteln O 
und 0’, die einen ebenen Schnitt gemein haben, also zu einer Plan- 
figur perspektiv liegen, heiBen perspektiv. Je zwei Strahlen beider 
Figuren, die an demselben Punkte der Planfigur liegen, und je zwei 
Ebenen, die an derselben Geraden der Planfigur legen, heiBen homo- 
log; je zwei homologe Strahlen haben einen Punkt, mithin auch eine 
durch den Strahl OO’ gehende Ebene gemein. Der Strahl OO’ und 
jede Ebene durch OO’, also alle gemeinschaftlichen Elemente der bei- 
den zentrischen Figuren, sind entsprechend gemein. Der Ebene zweier 
Strahlen der einen Figur entspricht die Ebene der homologen Strahlen, 
der Durchschnittslinie zweier Ebenen entspricht die der homologen 
Ebenen. Die Schnittpunkte homologer Strahlen und die Schnittlinien 
homologer Ebenen bilden eine zu beiden perspektive Planfigur (den 
perspektiven Durchschnitt jener beiden Figuren). Perspektive zentrische 
Figuren mit verschiedenen Scheiteln haben alle graphischen E1rgenschaften 
gemein. 

Als besondere Falle sind Strahlen- und Ebenenbiischel anzufiihren. 
Zwei Strahlenbiischel mit verschiedenen Scheiteln O und O’ sind als 
zentrische Figuren perspektiv, wenn sie einen perspektiven Durch- 
schnitt besitzen, d.h. wenn die homologen Strahlen sich schneiden und 
die Schnittpunkte (in einer nicht durch O oder O’ gehenden Ebene, 
mithin) in einer Geraden liegen. Eine Gattung solcher Biischel ist uns 
bereits begegnet, namlich perspektive Strahlenbischel mit verschiedenen 
Scheiteln und in verschiedenen Ebenen; diese enthalten keinen sich 
selbst entsprechenden Strahl; die Ebenen homologer Strahlen bilden 
ein Ebenenbiischel. Als eine neue Gattung treten perspektive Strahlen- 
biischel mit verschiedenen Scheiteln, aber in einerlei Ebene hinzu; 
solche kénnen als Teile einer Planfigur vorkommen; der Strahl OO’ 
entspricht sich selbst, ein perspektives Ebenenbiischel ist nicht vor- 
handen. Es gibt demnach drei Arten perspektiver Strahlenbiischel. 

Zwei perspektive Ebenenbiischel setzen Achsen, die einander be- 
gegnen, voraus und bilden also zusammen eine zentrische Figur. Die 
Ebene der Achsen ist entsprechend gemein. Der perspektive Durch- 
schnitt ist ein Strahlenbiischel, in dessen Scheitel beide Achsen sich 
durchschneiden. Perspektive Ebenenbiischel sind also zu einem Strah- 
lenbiischel perspektiv. 

Ausgehend von perspektiven Planfiguren, gelangt man zu einer 
groBen Anzahl. von Lehrsatzen iiber Planfiguren in einer oder in ver- 
schiedenen Ebenen. Wir beschranken uns darauf, die fundamentalsten 
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dieser Satze hier zu entwickeln. Es stehen ihnen dhnliche Satze iiber 
zentrische Figuren gegeniiber, die leicht nachzubilden sind und nicht 
besonders aufgefiihrt werden sollen. 

Mit abc, a’b’c’ mégen zwei Dreiecke, also Planfiguren, bezeich- 
net werden; weder abc noch a’b’c’ sollen in gerader Linie liegen; die 
Punkte abc bestimmen eine 
Ebene P, a’b’c’ eine Ebene P’. 
Falls die Strahlen aa’, 6b’, cc’ 
in einem Punkte O sich schnei- 
den, heiBen die Dreiecke per- 
spektiv, gleichviel ob die 
Ebenen P und LP” verschieden 
sind oder nicht. Die Gegen- 
seiten homologer Ecken sind 
alsdann homolog; je zwei ho- 
mologe Seiten schneiden sich; 
da8 die drei Schnittpunkte in 
einer Geraden liegen, folgt 
bei verschiedenen Ebenen P 
und Pf’ daraus, daB sie in 
zwei Ebenen liegen, und wird 
sich fiir den andern Fall bald ergeben. Umgekehrt: Wenn die Ebenen 
P und P’ verschieden sind und die Seitenpaare bc b’c’, ca c'a’, ab a'b’ 
je in einem Punkte (also auf einer Geraden) sich treffen, so sind die 
Dreiecke abc, a’b’c’ perspektiv. Denn die Strahlen aa’, bb’, cc’ liegen 
dann paarweise in einer Ebene, ohne einer einzigen Ebene anzugehéren, 
und laufen folglich in einem Punkte O zusammen. Uberhaupt wenn drei 
oder mehr Geraden paarweise in einer Ebene liegen, aber nicht alle 
in einer Ebene, so gehen sie durch einen Punkt; oder: Wenn drei oder 
mehr Geraden paarweise sich schneiden, so bilden sie entweder eine Plan- 
figuy oder eine zentrische Figur. Beides tritt gleichzeitig ein, wenn sie 
in einem Strahlenbiischel liegen. 

Perspektive Dreiecke in einer Ebene kommen durch Projektion eines 
Dretecks aus verschiedenen Punkten zustande. Wird in der Tat das 
Dreieck A BC (das die Ebene Q bestimmen mag) auf eine andere Ebene 
P aus dem Punkte S nach abc, aus dem Punkte S’ (auBerhalb der Ge- 
raden AS, BS, CS) nach a’b'c’ projiziert, so sind die Dreiecke abc, 
a'b’c’ perspektiv. Denn der Durchschnittspunkt O der Ebene P mit 
der Geraden SS’ liegt in der Geraden aa’ (namlich Oaa’ in den Ebenen 
P und ASS’), zugleich in den Geraden 00’ und cc’. Umgekehrt: Liegen 
die Dreiecke abc und a’b’c’ in einer Ebene P perspektiv, so sind sie 
Projektionen eines Dreiecks einer anderen Ebene. Denn zieht man 
auBerhalb der Ebene P durch den Punkt O, in dem die Strahlen 
aa’, bb’, cc’ sich treffen, eine Gerade und nimmt in ihr die Punkte S 
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und S’ beliebig (von O verschieden), so sind die Punkte S’ und a’ in 
der Ebene a OS enthalten; folglich schneiden sich die Strahlen Sa und 
S’a’ in einem Punkte A; die Strahlen Sd, S’b’ ergeben in gleicher Weise 
einen Durchschnittspunkt B und Sc, S’c’ einen Durchschnittspunkt C. 
Durch die Punkte A, B, C wird eine von P verschiedene Ebene Q be- 
stimmt, und es wird abc aus S, a’b’c’ aus S’ aufQ nach A BC projiziert. 

Falls die Dreiecke abc und a'b'c' perspektiv sind, schneirden sich 
die homologen Seiten auf einer Geraden, gleichviel ob die Dretecke in einer 
Ebene liegen oder nicht (Satz von Desargues). Der Beweis braucht nur 
noch fiir zwei Dreiecke in einer Ebene gefiihrt zu werden. Solche Drei- 
ecke sind Projektionen eines Dreiecks A BC einer andern Ebene. Die 
Schnittlinie beider Ebenen wird von der Geraden BC in demselben 
Punkte getroffen, wie von den Projektionen bc und 6’c’, etwa in 7; 
ebenso begegnen sich auf jener Schnittlinie CA, ca, c’a’ etwa in g und 
AB, ab, a'b’ etwa in h; es schneiden sich also bc b’c’, cac’a’, aba'b’ 
in drei Punkten fgh einer geraden Linie. Umgekehrt: Wenn in einer 
Ebene oder in verschiedenen Ebenen Dreiecke abc und a'b'c’ so legen, 
daB die Seiten bc b’c', cac’a’, aba'b’ sich in Punkten fgh emer Geraden 
schnetden, so sind die Dretecke perspektiv. Auch dies braucht nur noch 
fiir Dreiecke in einer Ebene bewiesen zu werden. Durch die Gerade /g 
lege man eine andere Ebene und projiziere auf sie das Dreieck abc 
nach ABC, so daB die Seite BC durch /, CA durch g, AB durch h 
hindurchgeht; dann schneiden sich BC und 6’c’ in f, CA und c’a’ in g, 
AB und a’d’ in h, folglich sind A BC und a'b’c’ perspektive Dreiecke 
in verschiedenen Ebenen, abc und a’b’c’ Projektionen von A BC. (Ein 
anderer Beweis, der fiir beide Falle den Satz einfach auf den vorigen 
zuriickfithrt, hat den Vorzug, fiir den Fall zweier Dreiecke in einer 
Ebene sich ganz innerhalb dieser Ebene zu bewegen. Er beruht auf 
dem Umstande, daB im Punkte / die Strahlen ab, a’b’ gf zusammen- 
treffen, mithin perspektive Dreiecke aa’g und bb’ entstehen; die 
Seiten dieser Dreiecke a’g, b'f, ga, fb, aa’, bb’ schneiden sich auf einer 
Geraden in drei Punkten c’cO, d.h. aa’, bb’, cc’ haben den Punkt O 
gemein.) 

Bei Planfiguren, die aus mehr als drei Punkten bestehen, macht 
es hinsichtlich der Perspektivitat einen wesentlichen Unterschied, ob sie 
in verschiedenen Ebenen liegen oder nicht. Wir wollen vier Punkte 
abcd in einer Ebene (keine drei in einer Geraden) betrachten; diese 
werden zu je zweien durch sechs Gerade verbunden, und die Figur, die 
aus den Punkten abcd und den sechs Verbindungslinien besteht, wird 
ein ebenes vollstandiges Viereck genannt. Zum vollstandigen Viereck abcd 
gehéren vier Ecken a, 6, c, d und sechs Seiten bc, ca, ab, ad, bd, cd; 
bc und ad, ca und bd, ab und cd heiBen Gegenseiten. In derselben oder 
in einer anderen Ebene sei das vollstandige Viereck a’b’c'd’ so gelegen, 
daB die Strahlen aa’, bb’, cc’, dd’ in einem Punkte O sich treffen. Jene 
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Voraussetzung kann auch dahin ausgesprochen werden, daB die Dreiecke 
abc und a’b’c’, abd und a’b'd’ perspektiv sein sollen; durch den 
Punkt O, in dem aa’ und 560’ sich schneiden, laufen dann auch cc’ 
und dd’, und es sind auch die Dreiecke bcd und b’c'd’, acd und a'c'd’ 
perspektiv. Es ist hiermit eine Zuordnung der Ecken und folglich der 
Seiten beider Vierecke gegeben, derart, da je zwei zugeordnete Seiten 
sich schneiden. Es mégen sich 
De TOvGui foucCamic ai ins 2 abn a be inwh, 
ad, ad in j,, bd, b'd’ in g,, cd, cd’ in h, 

begegnen ; die Punkte /,/,, g,g,, 2,2, liegen paarweise auf zwei Gegenseiten 
des Vierecks abcd oder a’b'c'd’; durch f,g,/,, f,gh, fg,h, fgh, gehen je 
drei Seiten aus einer Ecke. Wenn die Vierecke in verschiedenen Ebenen 
liegen, so sind die Punkte f, /,, g, g,, 4, 2, (die nicht verschieden zu sein 
brauchen) in einer Geraden enthalten. Dies ist aber nicht notwendig, 
wenn die Ebenen beider Figuren zusammenfallen; wir kénnen dann 
bloB behaupten, daf die Punktgruppen fgh, fg,h,, fgh,, fg,% je in 
einer Geraden liegen, daB also f/,, gg,, hh, die Gegeneckenpaare eines 
vollstandigen Viersetts sind, dessen eine Seite durch fg hindurchgeht. 
Ein vollstandiges (ebenes) Vierseit ist die aus vier Geraden einer Ebene 
(den Seiten) und ihren sechs Durchschnittspunkten (den Ecken) zu- 
sammengesetzte Figur. 

Die obige Voraussetzung ist schon erfiillt, wenn sowohl /gh als 
{12,7 in Geraden liegen, es werden also, wenn dies stattfindet, auch 
fg,h, und f,gh,, gerade Punktreihen sein. Fiigt man aber noch die Vor- 
aussetzung hinzu, daB die durch fgh und f,g,/ gehenden Geraden zu- 
sammenfallen, so werden alle sechs Punkte ff,gg,4/, auch dann in 
einer Geraden vereinigt, wenn beide Vierecke zu einer Ebene gehoren, 
d.h.: Wenn die vollstindigen Vierecke abcd und a'b'c'd’ (keine drei 
Ecken eines Vierecks sollen in gerader 
Linie liegen) in derselben oder in ver- 
schiedenen Ebenen so liegen, daB die Set- 
teynveno cacase amabia bad (ad 
bd b'd’ sich in Punkten fghf,g, emer 
Geraden schneiden, so treffen die Seiten 
cd, c’d’ in einem Punkte h, derselben Ge- 
vaden zusammen. Dabei ist nicht aus- 
geschlossen, da f mit /, oder g mit g, 
oder / mit f, zusammenfallt. 

Wenn in einer Geraden Punkte 
theg (f darf mit 7f,, g mit g, zu- 
sammenfallen) gegeben sind, so kann 
man vollstandige Vierecke so kon- 
struieren, daB fiinf Seiten durch die 
gegebenen Punkte gehen, und zwar zwei 
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Gegenseiten durch / und /,, zwei andere durch g und g,, und daB 
die durch fgh laufenden Seiten nicht aus einer Ecke kommen; die 
sechste Seite trifft die gegebene Gerade allemal in einem bestimmten 
Punkte h,. In jeder Geraden wird also durch fiinf Punkte //,gg,/ ein 
sechster Punkt #, durch folgende Konstruktion unabhangig von den 
benutzten Hilfslinien bestimmt. Durch /gh ziehe man drei Geraden, die 
sich in abc so treffen, daB bc durch f, ca durch g, ab durch / hindurch- 
geht; die Geraden af, und bg, schneiden sich alsdann in einem Punkte d, 
und die gegebene Gerade wird von cd in h, getroffen. Ein solches System 
ffgg,h, von sechs Punkten einer Geraden will ich hier voriibergehend 
ein System J nennen. Hierbei darf man die Paare ff, und gg, unter- 
einander, jedoch der Herleitung gema8 f mit /, nur dann vertauschen, 
wenn man gleichzeitig g mit g, vertauscht. Tatsachlich ist, wie jedoch 
erst in § 16 bewiesen werden wird, diese Bedingung iiberfliissig, und 
man darf, ohne /, zu verandern, das Viereck so einrichten, da die durch 
fgh gehenden Seiten aus einer Ecke kommen, d.h. es wird sich folgender 
Satz ergeben: 

Saiz J. — Bilden die Punkte //,gg,4h, ein System J, so bilden auch 
fifgg 2h, ein solches System. 

Es seien nun in einer Ebene a, f, 6 Punkte einer Geraden und 
g,, /, f, Punkte einer anderen Geraden, darunter nicht der Schnittpunkt 
der beiden Linien. Die Schnittpunkte der Geraden bf und ff,, af, und 
bg,, af und Bg, seien c, d, 6; die Schnittpunkte der Geraden ac, ab, cd, 
cé mit fg, seien g, h, h,, h’. Da fg die Geraden bc, ad, bd in f, fy, gy 
trifft, so sind //,gg,4h, ein System J, also auch /,/gg,hh,, wenn Satz f 
richtig ist. Die Punkte /,fgg,hh’ sind aber ebenfalls ein System /, 
weil sie aus der Geraden fg durch fc, ad, ac, BO, aB, cd herausgeschnitten 
werden. Gilt also der Satz J, so fallt h’ mit h, zusammen, cd mit cd; 
c, d, 6 fallen dann in eine Gerade, und es gilt der Satz (besonderer Fall 
des Satzes von Pascal): 

Satz P. — Liegen in einer Ebene drei Punkte A, B, C auf einer 
Geraden und drei Punkte A’, B’, C’ auf einer anderen Geraden, aber 
keiner auf beiden zugleich, so schneiden sich die Geraden BC’ und C B’, 
CA’ und AC’, AB’ und BA’ in drei Punkten; diese liegen in gerader 
Linie. 

Geht man von Abb. 29 aus, wo die Punkte f/,gg,4/, ein System J 
sind, und bringt man noch zum Schneiden ab mit cf, in B, af mit Bg, 
in 6, so ergibt sich, wenn man Satz P benutzt, daB c, d, 6 in gerader 
Linie liegen, und daraus weiter, daB auch f,fgg,Ah, ein System J 
bilden. Wenn also die Sitze der §§ 7, 8, 9 vorausgesetzt werden, so folgt 
aus der Zulassung des Satzes J die Geltung des Satzes P, aus der Zu- 
lassung des Satzes P die Geltung des Satzes J. Die Untersuchung von 
Hilbert in Kapitel VI der ,,Grundlagen der Geometrie,“ 1899 (6. Auflage 
1923) hat aber ergeben, daB Satz P aus den Satzen unserer §§ 7, 8, 9 
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nicht abgeleitet werden kann. Daraus folgt, daB die uns jetzt zu 
Gebote stehenden Hilfsmittel auch zum Beweise von Satz J nicht aus- 
reichen. In der Tat werden bei dem in § 16 zu liefernden Beweise 
neue Hilfsmittel herangezogen werden. 

Besonders wichtig ist das System J, worin / mit /,, g mit g, 
zusammenfallt ; es schneiden sich dann in { zwei Seiten des vollstandigen 
Vierecks, namlich dc und ad, in g zwei andere Gegenseiten ca und bd, 
und von den beiden iibrigen Seiten ab und cd geht die eine durch h, 
die andere durch h,. Sind in einer Geraden drei verschiedene Punkte, 
fgh gegeben, so kann man vollstandige Vierecke so konstruieren, daB 
zwei Gegenseiten sich in /, zwei andere in g durchkreuzen und eine 
fiinfte Seite durch / hindurchgeht; 
die gegebene Gerade wird alsdann i) 
von der sechsten Seite in einem 
Punkte h, getroffen. Jetzt sind f gcd 
Punkte einer Ebene, keine drei in ge- 
rader Linie, und die Geraden gc,cf, fg 
werden von den Geraden df, dg, dc 
in den Punkten a, 6, h, getroffen. 
Da diese Punkte mithin (letzter 
Satz in § 9) nicht in gerader Linie 
liegen, so ist h, verschieden von h, 
. uberhaupt von f/, g, A. Es liefert 
demnach folgende Konstruktion ein von den benutzten Hilfslinien un- 
abhangiges Resultat (4,). Durch f/gh ziehe man drei Geraden, die 
sich in abc so treffen, daB bc durch /, ca durch g, ab durch h geht, und 
bestimme den Schnittpunkt d der Geraden af und bg, sodann den 
Schnittpunkt 4, der Geraden cd mit der gegebenen Geraden. Man darf 
hierbei / mit g vertauschen. Durch die Punkte /gh, wird / in derselben 
Weise bestimmt, wie /, durch fgh. 


ye Ne AG) h 
Abb, 30. 
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Wenn zwei (gerade) Punktreihen auf verschiedenen Tragern aus 
gleichviel Elementen bestehen, und es soll gepriift werden, ob sie sich 
als perspektive Gebilde auffassen lassen, so besteht das erste Erforder- 
nis darin, daB die Trager in einer Ebene enthalten sein und also in 
einem Punkte k sich schneiden miissen. Ist dies der Fall, und wahlt 
man in der einen Geraden zwei Punkte /g, in der anderen cd beliebig 
(von k verschieden), so ist sowohl zwischen fg und cd als auch zwischen 
gf und cd Perspektivitat vorhanden; denn die Strahlen cf und dg 
schneiden sich in einem Punkte }, die Strahlen cg und df in einem 
Punkte a, und es werden cd aus b nach /g, aus a nach gf projiziert. 
Wahlt man aber in einer Geraden drei Punkte fgh, in einer andern 
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Geraden, die jener in k (von fgh verschieden) begegnet, drei Punkte cde 
beliebig (von k verschieden), so ist es durchaus nicht notwendig, daf 
fgh und cde in irgendeiner Anordnung perspektiv sind. Vielmehr 
miissen, wenn /gi und cde in dieser Reihenfolge perspektiv, also 6 
das Zentrum der Perspektivitat sein soll, beh in einer Geraden liegen; 
sollen gf und cde perspektiv sein, so miissen aeh in einer Geraden 
liegen, usw. Wenn zu f und g die Punkte c und d als homologe Punkte 
gegeben werden, so ist zu jedem Punkte / in fg der homologe Punkt e 
in cd bestimmt. 

Es seien {gh und cde perspektive Punktreihen, 6 das Zentrum der 
Perspektivitat, der Punkt k entsprechend gemein; dann ist es nicht 
notwendig, daB fg und cde noch in 
einer andern Anordnung perspektiv 
sind. Solles méglich sein, cde auch 
nach gfh zu projizieren, so miissen 
die Strahlen cg, df, eh in einem 
Punkte a sich treffen, d.h. es sind 
alsdann abcd die Ecken eines voll- 
standigen Vierecks, in dem zwei 
Gegenseiten sich in /, zwei andere 
in g durchkreuzen, wahrend von 
den beiden iibrigen (in e sich schnei- 
denden) die eine durch h, die andere | 
durch & hindurchgeht. Es ergeben sich also, wenn fg in einer Geraden 
gegeben sind, gerade Punktreihen, die mit /g/ und gfh zugleich per- 
spektiv liegen; um eine solche Punktreihe cde zu erhalten, konstruiert 
man irgendein Dreieck abc, dessen Seiten bc, ca, ab durch f, g, h gehen, 
ferner den Durchschnittspunkt d der Strahlen af und bg, endlich den 
Durchschnittspunkt e der Strahlen ab und cd. Die Trager aller Punkt- 
reihen, die sich sowohl zu fgh als auch zu gfh in perspektiver Lage 
befinden, ohne / zu enthalten, schneiden den Trager der gegebenen 
Punktreihe in einem festen Punkte k (§ 10 am Ende). Umgekehrt: 
Geht der Trager einer zu fgh perspektiven Punktreihe cde durch hk, 
so sind auch gfh und cde perspektiv. Schneiden sich namlich cf, dg 
und eh in b, df und cg in a, so ist abcd ein vollstandiges Viereck, 
von dem zwei Gegenseiten durch /, zwei andere durch g und eine 
fiinfte Seite durch k lauft. Da nun / durch die Punkte fgk in derselben 
Weise bestimmt wird, wie k durch fgh, so lauft die sechste Seite ab 
durch h, folglich bh (d. i. eh) durch a, so daB cg df und eh in a 
zusammentreffen. 

Damit eine Projektion der geraden Punktreihe fgh, ohne h zu ent- 
halten, zugleich eine Projektion von gth sei, ist es notwendig und hin- 
veichend, dab der Trager der Projektion mit dem Trager der gegebenen 
Punktrethe in einem durch diese bestimmten Strahlenbiindel k liegt. Wenn 
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an einem Dreieck abc die Seiten bc, ca, ab durch f, g, h gehen, so treffen 
sich die Strahlen af, bg, ck in einem Punkte d. 

Wenn die Punkte cd aus 6 nach fg, aus a nach gf projiziert werden, 
so gibt es in der Geraden /g zwei Punkte hk, die aus a und bd sich nach 
denselben Punkten der Geraden cd projizieren, und keinen weiteren; 
von den Punkten hk ist der eine / von’ seiner Projektion e verschieden, 
hingegen der andere & seine eigene Projektion. Durch die Punkte /gh 
oder gfh (andere Permutationen sind nicht gestattet) ist also k derart 
bestimmt worden, daB eine Punktreihe cdek als Projektion von /ghk 
und von gfhk erscheint. Nun besteht aber zwischen den Punkten 
/gkh genau derselbe Zusammenhang, wie zwischen den Punkten /ghk, 
und es wird also bei jeder Punktreihe, die, ohne k zu enthalten, nach 
/gk und nach gfk projiziert werden kann, h sich als seine eigene Pro- 
jektion ergeben. So ist in der Tat die Punktreihe abeh mit fgkh und 
zugleich mit gfkh perspektiv, die Projektionszentren sind d und c. 
Von dem Paare fg (oder gf) 1st demnach das Paar hk (oder kh) durch 
die Forderung abhangig, daB es moglich sein soll, fghk und gfhk nach 
einer und derselben Punktreithe «By 6 zu projizieren, wobei notwendiger- 
weise entweder k mit 6 oder h mit y zusammenfallt, aber der Schein 
vermieden wird, als miisse gerade & nach sich selbst projiziert werden. 
Halt man /g fest, so ordnen sich die tibrigen Punkte der Geraden /g 
zu Paaren hk derart, daB aus einem Punkte des Paares der andere 
sich bestimmt. Die Punkte fg werden allemal durch hk getrennt. Denn 
es werden entweder gh durch fk oder hf durch gk oder fg durch hk 
getrennt, und zwar schlieBt jede dieser Lagen die beiden anderen aus; 
waren nun gh durch fk getrennt, so iibertriige sich dies wegen der Per- 
spektivitat auf die Paare By und «6 und von da wieder auf die Paare 
fh und gk; ebenso wiirde die getrennte Lage von Af und gk noch die 
von gh und fk bedingen. Man sagt in Riicksicht auf die getrennte 
Lage der Paare fg und hk, daB fg durch hk harmonisch getrennt werden. 
Aber es werden auch hk durch fg harmonisch getrennt. Denn am Dreieck 
cbe gehen die Seiten be, ec, cb durch hkf, wahrend die Strahlen 
ch, bk, eg in einem Punkte / sich treffen; es sind namlich die Dreiecke 
cbg und hke perspektiv, weil bg ke, ge eh, cb hk sich in drei Punkten 
da} einer Geraden schneiden. Dagegen werden gh durch fk, hf durch 
gk nicht harmonisch getrennt usw. 

Man nennt die Punkte fghk harmonische Punkte (eine harmonische 
Punktreihe, ein harmonisches Gebilde in einer Geraden), / und g kon- 
jugiert, ebenso h und k; zwei konjugierte Punkte bilden ein Paar. 
Man darf die beiden Paare miteinander vertauschen, ebenso in jedem 
Paare die beiden konjugierten Elemente. Wenn also von den acht An- 
ordnungen 

fehk gfhk fgkh — gfkh 
hkfg hkef khfg khef 
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eine harmonisch ist, so sind es auch die iibrigen; aber keine andere 
Anordnung derselben vier Punkte ist alsdann harmonisch. Zu drei be- 
liebigen Punkten fgh in einer Geraden kann ein und nur ein vierter 
Punkt & derselben Geraden so konstruiert werden , daB {ghk harmonisch 
sind; man nennt & den vierten harmonischen Punkt zu den gegebenen 
Punkten /gh (oder gfh), die dabei so angeordnet werden, daB zuerst 
zwei konjugierte stehen und zuletzt derjenige, dessen konjugierter fehlt. 
Um zu {gh den vierten harmonischen Punkt & zu konstruieren, zieht 
man durch h eine beliebige Gerade und nimmt in ihr zwei beliebige 
Punkte ab; diese werden aus einem Punkte d nach /g, aus einem Punkte 
c nach. gf projiziert; der Strahl cd bestimmt in fg den Punkt k. Die 
Geraden cf, fa, ac, bd sind die Seiten eines vollstandigen Vierseits, 
an dem acf drei Ecken sind, deren Gegenecken bdg von den Seiten 
des Dreiecks acf aus der Geraden bd ausgeschnitten werden. Die Ge- 
raden ab, cd, fg, die je zwei Gegenecken verbinden, heiBen die Diagonalen 
oder Nebenseiten des vollstandigen Vierseits. In der Diagonale fg legen 
zwet Gegenecken des vollstandigen Vierseits, f und g, auBerdem zwet Durch- 
schmittspunkte mit den beiden anderen Diagonalen, h und k; solche vier 
Punkte sind allemal harmonisch. 

Um zu erkennen, ob das gerade Gebilde {gk harmonisch ist, wird 
ein perspektives gerades Gebilde «fyd zu Hilfe genommen, in dem 
a mit f zusammenfallt oder 6 mit g usw. Es mag 6 mit k zusammen- 
fallen; alsdann miissen, wenn fhgk harmonische Punkte sind, auch 
die Gebilde g/hk und «fy 6 sich in perspektiver Lage befinden. Daraus 
wird zunachst die harmonische Lage auch der Punkte «fy6 erkannt. 
Um dies auf beliebige perspektive Punktreihen fghk und f’g’h’k’, von 
denen die erste harmonisch ist, zu tibertragen, braucht nur noch der 
Fall gepriift zu werden, wo weder /" in f fallt, noch g’ in g usw. Die 
Punkte 7’ und k sind alsdann voneinander verschieden, und die Gerade 
h’k wird von den in einem Punkte zusammenstoBenden Strahlen //’, 
gg’, hh’, kk’ in «By so geschnitten, daB y mit h’, 6 mit k zusammen- 
fallt; es werden «By0d harmonisch, folglich auch /’g’/’k.' 

Ist von zwei perspektiven geraden Punktreihen die eine harmonisch, 
so wst es auch die andere. Oder: Jede Projektion einer harmonischen 
Punktreihe ist wieder harmonisch. 

Wenn in einer Planfigur eine Punktreihe harmonisch ist, so hat 
man darin eine graphische Eigenschaft der Planfigur zu erblicken. Bei 
der Definition harmonischer Punkte werden freilich diese Punkte nicht 
unter sich allein durch graphische Begriffe in Beziehung gesetzt, sondern 
es mussen noch andere Elemente zu Hilfe genommen werden, und es brau- 
chen die zur Pritfung der Punktreihe zugezogenen fremden Elemente 
nicht in der Ebene jener Planfigur zu liegen. Aber die bei der Wahl dieser 
Elemente gestattete Willkiir 148t sich benutzen, um die Priifung der 
Punktreihe in irgendeiner sie verbindenden Ebene, also insbesondere in 
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der Ebene der betrachteten Planfigur zu bewirken. Gehen wir daher 
zu einer perspektiven zentrischen Figur iiber, so daB der Punktreihe 
ein Strahlenbiischel entspricht, so wird die an der Punktreihe bemerkte 
Eigenschaft nach dem in § 10 ausgesprochenen Gesetz auf das Strahlen- 
biischel tibertragen, und es wird angemessen sein, fiir die zentrische 
Figur entsprechende Definitionen zu geben. 

Demgema8 nennt man vier Strahlen fghk in einem Biischel harmo- 
nisch, ein harmonisches Strahlenbiischel, wenn ein konzentrisches Strah- 
lenbiischel «By 6 vorhanden ist, das zu fghk perspektiv ist und zugleich 
entweder zu gfhk oder zu fgkh, Die Strahlen f und g heiBen konjugiert, 
ebenso # und k; zwei konjugierte Strahlen bilden ein Paar; die beiden 
Paare liegen getrennt. Die Sdtze iiber harmonische Punkte diirfen wir 
ohne weiteres auf harmonische Strahlen iibertragen. Man darf also in jedem 
harmonischen Strahlenbiischel fgik die beiden Paare miteinander ver- 
tauschen, ebenso in jedem Paare die konjugierten Elemente, aber jede 
andere Vertauschung hebt die harmonische Lage auf. Sind die Strahlen 
a By 0 eines Biischels zu den Strahlen {gk eines konzentrischen Biischels 
und zu gfhk perspektiv, so fallt entweder y in / oder 6 in k. Werden 
vier harmonische Strahlen {gk nach den mit ihnen konzentrischen 
Strahlen afyk projiziert, so sind auch gfhk und afyk perspektiv. Ist 
von zwei perspektiven konzentrischen Strahlenbiischeln das eine har- 
monisch, so ist es auch das andere, usw. 

Wenn ein Strahlenbiischel und eine gerade Punktreihe sich in per- 
spektiver Lage befinden, so kann man jenes als eine zentrische Figur, 
diese in einer den Scheitel des Biischels ausschlieBenden Ebene als 
perspektive Planfigur betrachten. Die Priifung, ob ein Strahlenbiischel 
harmonisch ist, bewegt sich innerhalb einer zentrischen Figur, zu der 
das Strahlenbiischel gehért ; die Priifung, ob eine Punktreihe harmonisch 
ist, kann man in jeder ihrer Ebenen vollziehen. Die harmonische Lage 
ist demnach eine Eigenschaft, die sich im Falle der Perspektivitat vom 
Strahlenbiischel auf die Punktreihe und umgekehrt iibertragt. Be- 
findet sich ein Strahlenbiischel mit einer Punktrethe in perspektiver Lage, 
und ist das eine Gebilde harmonisch, so ist es auch das andere. Jeder 
Schnitt eines harmonischen Strahlenbiischels ist harmonisch; jedes 
Strahlenbiischel, das eine harmonische Punktreihe projiziert, ist har- 
monisch. 

Hieraus folgt, daB, wenn zwei Strahlenbiischel mit einer und der- 
selben Punktreihe perspektiv liegen und das eine harmonisch ist, auch 
das andere diese Eigenschaft besitzt. Wir kénnen also jetzt fiir alle Gat- 
tungen perspektiver Strahlenbiischel den Satz aussprechen: [st von 
zwei perspektiven Strahlenbiischeln das eine harmonisch, so ist es auch 
das andere. Jede Projektion eines harmonischen Strahlenbiischels ist 
demnach wieder harmonisch. Ist von einem Ebenenbiischel irgendein 
Schnitt (Punktreihe oder Strahlenbiischel) harmonisch, so ist es jeder. 

Pasch-Dehn, Vorlesungen. 2. Aufl, 6 
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Uberhaupt: Wenn von zwei perspektiven ebenen Gebilden das eine 
harmonisch ist, so ist es auch das andere. 

Wenn in einer Planfigur ein Strahlenbiischel harmonisch ist, so kann 
man diese Eigenschaft nach der oben gegebenen Definition nicht dar- 
stellen, ohne aus der Ebene der Planfigur herauszutreten. Zu einer 
anderen Definition, die keine Elemente auBerhalb der Ebene des Biischels 
benutzt, gelangt man folgendermaBen. Von einem harmonischen Strah- 
lenbiischel sei a der Scheitel, {gk ein Schnitt, also eine harmonische 
Punktreihe. Im Strahl af nehme ich den Punkt 0 beliebig; ab mégen 
nach fg aus d, nach gf aus c projiziert werden. Wegen des Zusammen- 
hanges zwischen dem vollstandigen Viereck abcd und den Punkten fgh 
geht die Seite cd durch k; der Schnittpunkt der Seiten ab und cd mag 
mit e bezeichnet werden. Bezeichnet man, wie iiblich, Strahlen eines 
Biischels, wenn etwa a der Scheitel ist und die Strahlen durch /gh... 
hindurchgehen, kurz mit a(fgh...), so sind a(fghk) und b(fghk) per- 
spektiv, ebenso a(cdek) und b(cdek), d. i. a(gfhk) und b(fghk). Um- 
gekehrt: Liegen in einer Ebene zwei perspektive Strahlenbischel a(fghk) 
und b(fghk), und sind auch a(g/hk) und b(fghk) perspektiv, so sind 
a(fghk) harmonisch. Denn wenn die Strahlen ag und bf in c, af und bg 
in d sich treffen, so liegt der perspektive Durchschnitt der Biischel 
a(gfhk) und b(fghk) auf der Geraden cd, auf der mithin ah und bh, 
ak und bk sich begegnen miissen. Von den Strahlen ah und ak ist 
sicher einer von ab verschieden, etwa ak, also ak von bk verschieden, 
k in cd, aber h nicht in cd, mithin abh in einer Geraden, /ghk har- 
monisch, ebenso die Strahlen a(fghk). 

Ein harmonisches Strahlenbiischel {gk kénnen wir demnach auch als 
eines definieren, das zu einem in derselben Ebene enthaltenen Strahlenbii- 
schel «By 0 perspektiv ist und auBerdem entweder zu Bay 6 oder zua B dy. 

Wenn die Strahlen fg eines Biischels mit den Strahlen «f eines 
andern Biischels perspektiv liegen und zugleich mit Ba, so schneiden 
sich fgaB zu je zweien und liegen demnach entweder in einem Biindel 
oder in einer Ebene. Ich kann also die obigen Erklarungen in die fol- 
gende zusammenfassen: Ein Strahlenbiischel {gk wird harmonisch ge- 
nannt, wenn es zu einem andern Strahlenbiischel «fy 6 perspektiv liegt 
und zugleich zu Bayo oder zu aBdy. 

Sind die Strahlenbiischel fghk und gfhk mit dem Strahlenbiischel 
aByd perspektiv, so fallt entweder 4 mit y. zusammen oder k mit 6. 
Sind die Strahlenbiischel fgh und gfh mit «By perspektiv, h von y 
verschieden, so haben sie einen Strahl k gemein, und es sind fghk 
harmonisch. Sind die Strahlen {gk harmonisch und mit den Strahlen 
aByk perspektiv, so sind auch fghk und Bayk perspektiv. 

Wir gehen jetzt zum Ebenenbiischel iiber. Vier Ebenen /ghk in 
einem Biischel werden harmonisch genannt, wenn sie zu einem Ebenen- 
bischel «fy 6 perspektiv liegen und auBerdem entweder zu B ay 6 oder 
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zu aBdy. Da perspektive Ebenenbiischel eine zentrische Figur bilden, 
so ergibt sich die Moéglichkeit des harmonischen Ebenenbiischels aus 
der des harmonischen Strahlenbiischels, wie jeder graphische Satz iiber 
zentrische Figuren aus dem entsprechenden iiber Planfiguren. Es sei O 
der Scheitel des Ebenenbiindels fghkaBy6, O, ein beliebiger anderer 
Punkt in der Achse des Biischels fghhk, f’ g'h'k’ a’ B’y'6’ der Schnitt jenes 
Biindels mit einer die Punkte O und O, ausschlieBenden Ebene, und 
aus O, seien an die Strahlen «’f’y’d’ die Ebenen «,8,y,6, gelegt. Dann 
sind fg’h’k’ und a’ p’y'd’ zwei Strahlenbiischel, «, 8, y,6, ein Ebenen- 
biischel; f’g’h’k’ liegen zu «’B’y’d’ perspektiv und auferdem ent- 
weder zu f’ a’ y’ 6’ oder zu «’ B’d’y’; folglich liegen fghk zu a, B,y,6, 
perspektiv und zugleich zu £, %,y,0, oder zu a 8,6,y,. Die Eigenschaft 
des Ebenenbischels fghk, da8 es harmonisch ist, kann hiernach dar- 
gestellt werden unter Zuziehung von Ebenen, die durch einen belie- 
bigen Punkt der Achse gehen. 

In dem harmonischen Ebenenbiischel /ghk heiBen / und g konjugiert, 
ebenso / und k; es werden /g durch Ak getrennt, usw. Man kann har- 
monische Ebenen als diejenigen definieren, die in harmonischen Strahlen 
geschnitten werden. 

Befinden sich zwei Ebenenbiischel in perspektiver Lage, und ist das 
eine harmonisch, so ist es auch das andere; denn der perspektive Durch- 
schnitt ist dann harmonisch. Befindet sich endlich eine Punktreihe mit 
einem Ebenenbiischel in perspektiver Lage, und ist das eine Gebilde 
harmonisch, so ist es auch das andere. 

Diese Bemerkungen und die dazu gehdérigen friiheren lassen sich 
jetzt zu einem Satze vereinigen: Wenn von zwei perspektiven Gebilden 
das eine harmonisch ist, so ist es auch das andere. Aber die Aufstellung 
eines Satzes, der bei aller Kiirze des Ausdrucks so viele einzelne und 
verschiedenartige § Erscheinungen 
umfaBt, setzt beziiglich der Begriffs- 
bildung die entsprechende Zweck- 
maBigkeit und Allgemeinheit voraus. 
Es ware schwerlich gelungen, diese 
Eigenschaften bei den Begriffen der 
Perspektivitat und der harmonischen 
Lage zu erzielen, wenn man sich 
auf eine Ausdrucksweise beschrankt 
hatte, bei der zweien Geraden in 
einer Ebene nicht notwendig ein 
Durchschnittspunkt, zweien Ebenen ee) 
nicht notwendig eine Durchschnitts- 
linie zukommt. — 

Zu spaterer Anwendung werden hier noch folgende Satze abgeleitet 
(Abb. 32). 


Abb. 32. 


6* 
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Wenn die Punkte fg sowohl durch hk als durch uv harmonsch ge- 
trennt werden, so kann’ man von den Punkten fgku durch wiederholte 
Projektion zu den Punkten fghv gelangen. Beweis: Man kann ein voll- 
standiges Viereck abcd derart konstruieren, da8 ad und bc in f, bd und 
ac in g sich schneiden, ab durch h, cd durch k hindurchgeht. Wird 
bv von df in a’, ga’ von Of in c’ getroffen, so geht dc’ durch u. Also 
werden fgku aus d auf bc nach fdcc’, diese aus g auf ad nach fdad’, 
diese aus 6 auf fg nach fghv projiziert. 

Sind demnach fghk und fguv harmonische Gebilde, fk durch gu ge- 
trennt, so sind fh durch gv getrennt. 

Sind fghk und fguv harmonische Gebilde, so werden hk durch uv 
nicht getrennt. Beweis: Da fg durch wv getrennt werden, so werden fg 
auch durch eines der Paare ku oder kv getrennt, etwa durch kv; es 
sind dann fg durch ku nicht getrennt, sondern etwa fk durch gu. 
Also sind nach dem vorigen Satze gv auch durch /h getrennt, aber 
nicht durch fz, folglich gv durch hu. Hiernach hat man wv durch fg 
getrennt, aber nicht durch hg, folglich wv durch fh, ferner fk durch gu 
getrennt, aber nicht durch gh, folglich /k durch hu; endlich hu durch fk 
getrennt, aber nicht durch fv, folglich Aw durch kv, hk nicht durch wv. 

Es seien abc drei Punkte, die nicht in gerader Linie liegen, A BC 
ihre Verbindungslinien bc, ca, ab, e ein Punkt der Ebene abc auBerhalb 
der Geraden ABC, endlich E eine 
Gerade der Ebene abc auBerhalb 
der Biischel abc. Die Strahlen A, B, 
C geben mit den Strahlen ae, be, ce 
drei Durchschnittspunkte ¢,, é9, é3; 
die Punkte a, b, c geben mit den 
Punkten AE, BE, CE drei Verbin- 
dungslinien E,, E,, E;. Da die Drei- 
ecke abc und eé,é,e, perspektiv wer- 
den, so schneiden sich die Strahlen A 
. und é,¢,, Bund é,e,, C und é,é in 
€1 €3 €2._ drei, Punkten \€;50€3,) ©, aut emer 

Abb. 33. Geraden ; diese Gerade heiBt die Po- 

lare (auch Harmonikale) des Punktes 

é fiir das Dreiseit A BC oder fiir das Dreieck abc. Da die Punktreihen 
bce,£,, Cae,£5, abes£, harmonisch sind, so geht die Polare von e fiir A BC 
durch die vierten harmonischen Punkte zu bce,, cae, abe,. Ebenso 
liegen die Dreiseite ABC und E,E,E, perspektiv, die Verbindungs- 
linien der Punkte a und E,E3, b und E3E,, c und E,E, laufen durch 
einen Punkt, der als der Pol der Geraden E fiw das Dreieck abc oder 
fi das Dreiseit ABC bezeichnet wird; durch den Pol von E fiir abc 
gehen die vierten harmonischen Strahlen zu BOERECA Ey wAtD Le 
Werden die Punkte abc mit ¢,€,e, durch die Strahlen E’E’E’” ver- 
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bunden, so ist, da die Punkte cbe, e, harmonisch liegen, ae der vierte 
harmonische Strahl zu BCE’, ebenso be zu CAE”, ce zu ABE’, also e 
der Pol der Geraden €,¢,, d.h. der Punkt e ist allemal der Pol seiner 
Polare. Ebenso ist die Gerade E allemal die Polare ihres Poles. 

Es seien A BC drei Ebenen, die nicht in einem Biischel liegen, abc 
ihre Durchschnittslinien BC, CA, AB, E eine Ebene des Biindels A BC 
auBerhalb der Biischel abc, endlich e eine Gerade des Biindels A BC 
auBerhalb der Ebenen A BC. Die Strahlen a, b, c geben mit den Strahlen 
Ak, BE, CE drei Ebenen £,, E,, E,; die Ebenen A, B, C geben mit 
den Ebenen ae, be, ce drei Durchschnittslinien ¢,, e,, e¢,. Dann gehen 
die Verbindungsebenen der Strahlen a und £,£;, 6 und E;£,, c und 
E,E, durch eine Gerade, die die Polare (Harmonikale) der Ebene E 
fiir das Strahlentripel abc oder fiir das Ebenentripel A BC genannt wird, 
und die Durchschnittslinien der Ebenen A und e,e,, B und e3e,, C und 
€,€, fallen in eine Ebene, die die Polave (Harmonikalebene) des 
Strahles e fiir das Ebenentripel ABC oder fiir das Strahlentripel abc 
heiBt. Die Polare von E fiir abc liegt in den vierten harmonischen Ebenen 
zu BCE,, CAE,, ABE,; die Polare von e fiir ABC enthdlt die vierten 
harmonischen Strahlen zu bce,, cae, abe,. Die Ebene E ist die Polar- 
ebene thres Polarstrahls; der Strahl e ist der Polarstrahl seiner Polarebene 

Endlich seien abcd vier Punkte, die nicht in einer Ebene liegen, 
A BCD ihre Verbindungsebenen bcd, cda, dab, abc, e ein Punkt auBer- 
halb der Ebenen ABCD, E eine Ebene aufSerhalb der Biindel abcd. 
Die Ebenen A, B, C, D geben mit den Strahlen ae, be, ce, de vier Durch- 
schnittspunkte ¢,, €), €3, €4; die Punkte a, b, c, d geben mit den Strahlen 
AE, BE, CE, DE vier Verbindungsebenen E,, E,, E3, E,. Wenn.die 
Ebene abe die Gerade cd im Punkte e,,, die Ebene ace die Gerade bd 
im Punkte ¢,, usw. schneidet, so treffen sich die Strahlen ¢,4¢95, €54€3, 
Caslys in é, folglich die Strahlen ¢,5e,,4 (in der Ebene bcd) und é,3éy4 
(in der Ebene acd) auf der Geraden cd in einem Punkte é9, die Strahlen 
€49 €44 UN 55 €5, auf der Geraden bd in einem Punkte & 3 usw.; in der 
Ebene A werden die Punkte ¢,€,3¢,, durch die Polare von e, fiir bcd 
verbunden, in der Ebene B die Punkte &93&4€,. durch die Polare von é, 
fiir cda usw. Folglich liegen die Punkte ¢,9&3€,4€93€24&34 auf einer 
Ebene, die die Polare (Harmonikalebene) des Punktes e fir das 
Ebenenquadrupel ABCD oder fiir das Punktquadrupel abcd genannt 
wird. Die Polarebene von e fiir ABCD enthdlt die Polargeraden von 
C1, €9, €3, & fiir bcd, cda, dab, abc. Ebenso gehen die Polarstrahlen 
Poteet BCD, CDA, DAB, A BC durch einen Punkt, der 
der Pol dey Ebene E fiir das Punktquadrupel abcd oder fiir das Ebenen- 
quadrupel ABCD heift. Fir bcd ist e, der Pol der Geraden ¢,5¢,3, folg- 
lich ist ae fiir BCD der Polarstrahl der Ebene a@é,,é,3, ebenso be fir 
CDA der Polarstrahl der Ebene bé,9é3 usw., d.h. der Punkt e ast der 
Pol seiner Polarebene. Ebenso ist die Ebene E die Polare thres Poles. 
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§ 12. Von der Reziprozitat. 


Es ist jetzt an der Zeit, auf die zwischen graphischen Satzen be- 
stehenden Zusammenhange naher einzugehen, die zuerst in § 9 wahr- 
genommen werden konnten. Die eine Art der Zusammengehorigkeit 
wurde in § 10 begriindet und in § 11] bereits benutzt; sie gestattete uns, 
die Satze iiber zentrische Figuren aus den planimetrischen herzustellen, 
und zwar derart, daB sich die Punkte in Geraden, die Geraden in Ebenen 
verwandeln. Die Satze 1, 2 in § 9 einerseits und 38, 4 in § 9 andererseits 
boten die ersten Beispiele einer solchen Ubertragung. Es findet aber 
noch eine wesentlich andere Zusammengehorigkeit statt, die sich tiber- 
dies nicht bloB auf jene speziellen Figuren beschrankt. Man braucht 
nur den Satzen 1, 2, a, b in § 9 die Satze 4, 3, d, c in § 9 gegeniiber- 
stellen, um wahrzunehmen, wie die erste Gruppe durch eine sehr ein- 
fache Anderung in die zweite tibergeht, nimlich indem man die Elemente 
,»Punkt“ und ,,Ebene“ durchweg miteinander vertauscht. 

Diese Wahrnehmung erstreckt sich auf den gesamten Inhalt der 
Geometrie der Lage; man darf — wie sich zeigen wird — in jedem 
graphischen Satze die. Worte ,,Punkt“ und ,,Ebene‘‘ miteinander ver- 
tauschen, vorausgesetzt, daB man auch die dadurch bedingten weiteren 
Vertauschungen vornimmt. Fihrt man diese Vertauschungen an irgend- 
einem graphischen Satze aus, so erhalt man einen (im allgemeinen) andern 
Satz, der ebenfalls richtig ist; wendet man sie aber auf den zweiten Satz 
an, so wird man zum ersten zuriickgefiihrt. Man sagt deshalb, es finde 
in der Geometrie der Lage eine Reziprozitdét oder Dualitat statt zwischen 
den Punkten und Ebenen, und stellt jedem graphischen Begriffe einen 
veziproken oder dualen Begriff gegeniiber. Dabei ist jeder Begriff der 
reziproke seines reziproken. ,,Punkt“ und ,,Ebene“, ,,gerade Punkt- 
reihe“ (Punkte an einer Geraden) und ,,Ebenenbiischel‘‘ (Ebenen an 
einer Geraden), ,,Punkte an einer Ebene“‘ und ,,Ebenen eines Biindels“, 
, otrahlen eines Biindels“’ und ,,Strahlen an einer Ebene‘‘, ,,Verbin- 
dungslinie zweier Punkte‘‘ und ,,Durchschnittslinie zweier Ebenen‘, 
,zentrische Figur‘ und ,,Planfigur“ sind reziproke Begriffe. Die ,,Ge- 
rade“, das ,,Aneinanderliegen“, die ,,getrennte Lage‘‘ von Elementen- 
paaren, das ,,Strahlenbiischel“ (Strahlen, die an einer Ebene und an 
einem Punkte liegen) sind sich selbst reziprok, d.h. sie werden von 
jener Vertauschung nicht betroffen. Jeder Figur entspricht eine rezi- 
-proke. Besteht zwischen zwei Figuren Perspektivitat, wie wir sie in 
§ 10 beschrieben haben, so folgt aus den dort gegebenen Erklarungen, 
daB allemal auch die reziproken Figuren perspektiv sind. Wir werden 
infolgedessen, wenn wir die in § 11 aufgestellten Definitionen priifen, 
harmonische Punkte und harmonische Ebenen fiir reziproke Gebilde 
und harmonische Strahlen fiir ein sich selbst reziprokes Gebilde er- 
klaren. Oder wir sagen einfach: die Begriffe ,,perspektiv’‘ und ,,harmo- 
nisch*‘ sind sich selbst reziprok. 
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Werden nun in einem graphischen Satze alle geometrischen Begriffe 
durch die reziproken ersetzt, so entsteht der reziproke oder duale Satz. 
Jeder Satz ist der reziproke seines reziproken. Manche Satze sind sich 
selbst reziprok, z. B. der Satz: ,,Ist von zwei perspektiven Strahlen- 
biischeln das eine harmonisch, so ist es auch das andere‘. 

Die Kenntnis der Dualitat in der Geometrie der Lage ist deshalb 
von groBem Nutzen, weil sie die Berechtigung gewahrt, nach jedem 
fur richtig erkannten Satz, der nicht sich selbst reziprok ist, sofort 
einen anderen Satz auszusprechen, namlich den reziproken, fiir den 
alsdann kein Beweis erforderlich ist. In der Tat wird man, sobald erst 
die Dualitat als ein allgemeines Gesetz nachgewiesen ist, in jedem 
einzelnen Falle den reziproken Satz ohne weiteres anerkennen miissen. 
Aber obschon eine aufmerksame Durchsicht der bisher aufgestellten 
graphischen Satze hinreicht, um jenes Gesetz fiiy diese zu bestatigen, so 
verfiigen wir doch augenblicklich noch nicht vollstandig iiber die ge- 
eigneten Mittel, um es zu seiner Allgemeinheit zu erheben, und wir miissen 
uns also jetzt damit begniigen, die Reziprozitat zwischen Punkt und 
Ebene mit einer gewissen Einschrankung zu begriinden. 

Graphische Satze wurden zuerst in §7 bewiesen; es folgten in § 8 
und §9 fast ausschlieBlich ebensolche Satze. Von da an trugen die 
Entwicklungen einen ganz bestimmten Charakter; es wurden nicht mehr 
andere Satze hergeleitet als graphische, und es wurden auch bei der 
Herleitung keine Satze anderer Art benutzt. Die §§10 und 11 enthielten 
also graphische Geometrie mit rein graphischen Hiltsmitteln, die zuvor 
in §7, 8, 9 angesammelt worden waren. Diese Hilfsmittel sind nicht 
unabhangig voneinander. Allein das ist fiir unsern Zweck gleichgiiltig ; 
wir brauchen blo8 festzuhalten, daB man keiner anderen Satze bedarf, 
um die Geometrie der Lage, soweit sie uns jetzt zugadnglich ist, aus- 
zubauen. DaB in der Tat alle graphischen Satze, die wir ohne Auf- 
stellung neuer Kernsatze beweisen kénnten, sich aus jenen Satzen her- 
leiten lassen, wird durch folgende Uberlegung erkannt. 

Wie aus § 9 (Anfang) zu entnehmen, la8t sich jeder Satz, der auf 
unserm gegenwartigen Standpunkt ttberhaupt erreichbar ist, aus den 
graphischen Satzen der §§7, 8, 9 in Verbindung mit den Satzen 6, 7, 
8, 9, 12 des § 1, dem Satze 10 des § 2 und den Sitzen 3, 6 des § 8 her- 
leiten. Wenn eigentliche Elemente weder im Theoreme selbst vor- 
kommen noch beim Beweise zu Hilfe genommen werden, so wird der 
Beweis mit jenen graphischen Satzen allein gefithrt; die anderen Satze 
k6nnen nicht gebraucht werden, solange keine eigentlichen Elemente 
auftreten. Wir wollen diese beiden Satzgruppen hier als die ,,erste‘‘ und 
,,zweite unterscheiden. Wenn man in den Satzen der zweiten Gruppe 
iiberall, wo von eigentlichen Punkten in einer Geraden die Rede ist 
und von dem einen gesagt wird, da er zwischen zwei anderen liegt 
oder nicht, die Worte ,,bei ausgeschlossener Ebene N“ hinzufiigt und 
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sodann die eigentlichen Elemente iiberall durch beliebige ersetzt, so 
erhalt man graphische Sdtze, die vollkommen richtig sind und sich in 
der ersten Gruppe aufgefiihrt finden. 

Handelt es sich um ein graphisches Theorem, so kommen eigent- 
liche Elemente im Theoreme selbst nicht vor. Es kénnen also beim 
Beweise die Sdtze der zweiten Gruppe nur dann eine Rolle spielen, 
wenn eigentliche Elemente beim Beweise zu Hilfe genommen werden. 
Ist dies der Fall, so fiige man in dem Beweise iiberall, wo von drei 
eigentlichen Punkten in einer Geraden die Rede ist und von dem einen 
gesagt wird, daB er zwischen zwei anderen liegt oder nicht, die Worte 
bei ausgeschlossener Ebene N“‘ hinzu, ersetze sodann die eigentlichen 
Elemente iiberall durch beliebige und nehme endlich statt auf die Satze 
der zweiten Gruppe auf die entsprechenden Satze der ersten Gruppe 
Bezug. Der so veranderte Beweis hat volle Giiltigkeit; aber er ist von 
den Satzen der zweiten Gruppe durchaus unabhangig, und man kann 
demnach jeden graphischen Satz, der sich aus den beiden Gruppen 
herleiten 14Bt, schon mit Hilfe der ersten Gruppe beweisen. 

Die Geometrie der Lage mu sich also darauf beschrainken, aus den 
graphischen Sdtzen der §§ 7, 8, 9 Folgerungen zu ziehen, bis eine Ver- 
mehrung thres Stoffes durch das Hinzutreten neuer Kernsdatze méglich wird. 

Es hat jetzt keine Schwierigkeit, die Reziprozitat zwischen Punkt 
und Ebene fiir die Geometrie der Lage, soweit sie aus den bisherigen 
Kernsatzen sich entwickeln la8t, zu begriinden. Das Gesetz der Rezi- 
prozitat wird zunachst fiir die graphischen Satze der §§7, 8, 9 als 
richtig erkannt, da der reziproke Satz eines jeden ebenfalls zu dieser 
Gruppe gehort. Jeder andere Satz, der in Betracht kommen kann, ist 
eine Folgerung aus diesen Satzen. Bei seinem Ausspruche und beim 
Beweise werden nur graphische Begriffe verwendet. Dabei kann man 
sich auf die Stammbegriffe beschranken; die tbrigen sind aus den 
Stammbegriffen abgeleitet und kénnen mit Hilfe der betreffenden De- 
finitionen herausgeschafft werden. Jenes Theorem ist also das Ergebnis 
einer Betrachtung, in der nur die graphischen Stammbegriffe vor- 
kommen und nur auf die oben bezeichneten graphischen Satze Bezug 
genommen wird. Wenn man in dieser Betrachtung durchweg das Wort 
»Punkt“ durch ,,Ebene“, ,,Ebene‘‘ durch ,,Punkt‘‘ und die benutzten 
Lehrsatze durch die reziproken ersetzt, so bleibt ihre Richtigkeit un- 
gemindert; aber in ihrem Ergebnis findet man ,,Punkt“ und ,,Ebene‘‘ 
miteinander vertauscht, d.h. man hat den reziproken Satz bewiesen. 

Das Gesetz der Reziprozitit zwischen Punkt und Ebene ist hiernach 
wenigstens in den angegebenen Grenzen giiltig, muB aber spater von neuem 
geprift werden. 

Kommen wir jetzt noch einmal auf die Satze des § 9 zuriick. Es 
ertbrigt noch, die Beziehungen zwischen den Satzen 1 und 3, 2 und 4 
zu untersuchen. Die ersteren handeln von Planfiguren, die letzteren 
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von zentrischen Figuren. Dem entsprechend wird auch die folgende 
Betrachtung zu Ubertragungsgesetzen fuihren, die ebene Figuren wieder 
in ebene, zentrische in zentrische verwandeln und auf andere Figuren 
uberhaupt keine Anwendung finden. 

Die Satze 1 und 3 des §9 gehen ineinander iiber, wenn man die Ele- 
mente ,,Punkt“ und ,,Gerade“‘ durchweg miteinander vertauscht. Wenn 
man nun die bisher aufgestellten graphischen Satze, soweit sie sich 
auf Planfiguren beziehen, durchmustert, so beobachtet man iiberall die 
Zulassigkeit jener Vertauschung; und da dies — wie sich zeigen wird — 
auf einem allgemeinen Gesetze beruht, so sagt man, es finde in der 
graphischen Planimetrie eine Reziprozitat oder Dualitat statt zwischen 
den Punkten und Geraden, und stellt jedem graphischen Begriffe der 
Planimetrie einen reziproken oder dualen Begriff gegeniiber. Bei dieser 
auf die Ebene beziiglichen Reziprozitaét sind ,,Punkt‘‘ und ,,Gerade“‘, 
,gerade Punktreihe“ und ,,Strahlenbischel‘‘, ,, Verbindungslinie zweier 
Punkte“ und ,,Durchschnittspunkt zweier Geraden“ reziprok, das ,,An- 
einanderliegen‘‘ und ,,Getrenntliegen“ sich selbst reziprok. Sind zwei 
Figuren in einer Ebene nach den in § 10 gegebenen Definitionen per- 
spektiv, so sind allemal auch die reziproken Figuren perspektiv. Daraus 
folgt weiter, daB die Begriffe ,,perspektiv und ,,harmonisch“ auch in 
der Ebene sich selbst reziprok sind. 

Werden in einem graphischen Satze, der von einer Planfigur handelt, 
alle Begriffe durch die reziproken ersetzt, so entsteht der reziproke 
oder duale Satz der Planimetrie, dessen reziproker Satz wieder der ur- 
spriingliche ist; und wenn man von zwei solchen Satzen den einen be- 
wiesen hat, so darf man den andern ohne einen besondern Beweis aus- 
sprechen. Hierin besteht das Gesetz der Dualitat fiir die Planfiguren, 
von dessen Giltigkeit wir uns jetzt iberzeugen wollen. 

Wir kommen sogleich auf den richtigen Weg, wenn wir beachten, 
daB der Ubergang von Satz 1 des § 9 zu Satz 3 durch Satz 2 vermittelt 
werden kann. Man gelangt von 1 zu 2 durch die eine, von 2 zu 3 durch 
die andere der beiden schon begriindeten Ubertragungsregeln und wird 
demgem48 von 1 zu 3 durch eine Verkniipfung beider Regeln direkt 
gelangen. Wir verfolgen den Hergang an irgendeinem graphischen Satze 
der Planimetrie. In einem solchen kann nur die Rede sein von Punkten 
und Geraden, die an einer Ebene liegen, vom Aneinanderliegen der 
Elemente und vom Getrenntliegen der Paare. Der Satz bleibt giiltig, 
wenn man in ihm die Punkte durch Geraden, die Geraden durch Ebenen, 
die Ebene durch einen Punkt ersetzt, aber er bezieht sich jetzt auf 
eine zentrische Figur. Dem so erhaltenen Satze entspricht vermége 
der Reziprozitat zwischen Punkt und Ebene wieder ein planimetrischer 
Satz; um diesen herzustellen, habe ich in der zweiten Fassung die 
Ebenen durch Punkte, den Punkt durch eine Ebene zu ersetzen, wahrend 
alles andere ungedndert bleibt. Die beiden Ubertragungen, nacheinander 
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ausgefiihrt, haben also ‘auf den vorgelegten Satz die Wirkung, daB sich 
die Punkte in Geraden und die Geraden in Punkte verwandeln, d. h. 
sie liefern den dualen Satz der Planimetrie. 

Fiir die zentrischen Figuren besteht ein dhnliches Gesetz, nach dem 
die Satze 2 und 4 des § 9 zusammengehoren. Man darf in jedem graphi- 
schen Satze, der von einer zentrischen Figur handelt, die Elemente 
,,Gerade“ und ,,Ebene“ miteinander vertauschen und demgemaé8 von 
einer fiir solche Satze giiltigen Reziprozitat zwischen den Geraden und 
Ebenen sprechen. Bei dieser sind ,,Aneinanderliegen“, ,,Getrenntliegen", 
, perspektiv’’ und ,,harmonisch“ sich selbst reziprok, ,,Gerade‘‘ und 
Ebene“, ,,Strahlenbiischel‘‘ und ,,Ebenenbiischel“, ,,Ebene zweier 
Strahlen‘“’ und ,,Durchschnittslinie zweier Ebenen“ einander reziprok. 
Wenn von zwei reziproken Satzen itber zentrische Figuren der eine richtig 
ist, so ist es auch der andere. Um sich hiervon zu tiberzeugen, braucht 
man nur die Dualitat zwischen Punkt und Ebene auf die vorige Be- 
trachtung anzuwenden. 

Bei der Begriindung der Dualitat zwischen den Punkten und Ge- 
raden an einer Ebene und der Dualitaét zwischen den Geraden und 
Ebenen an einem Punkte haben wir die Dualitat zwischen den Punkten 
und Ebenen benutzt. Da diese noch nicht ohne eine gewisse Einschran- 
kung bewiesen werden konnte, so bleibt vorlaufig auch an jenen die ent- 
sprechende Einschrankung haften. Wir kommen auf das allgemeine 
Dualitatsgesetz, wenn weitere Kernsatze eingefiihrt sein werden, wieder 
zuriick (in den §§ 16 und 18), um es von der erwahnten Beschrankung 
zu befreien. Ist dies geschehen, so wird der beziiglich der beiden spezi- 
elleren Dualitatsgesetze gemachte Vorbehalt von selbst hinfallig. — 

Ich sagte: Alles, was wir von graphischer Geometrie jetzt herstellen 
kénnen, besteht in Folgerungen aus den graphischen Satzen der §§ 7 
bis 9; in diesen kann man die Worte Punkt und Ebene durchweg ver- 
tauschen; deshalb gelten auch die Folgerungen ungeschmialert weiter, 
wenn man in ihnen die Worte Punkt und Ebene durchweg vertauscht. 
Es muB in der Tat, wenn anders die Geometrie wirklich deduktiv sein 
soll, die Deduktion iiberall unabhangig sein vom Sinn der geo- 
metrischen Begriffe, wie er unabhangig sein mu8 von den Figuren; 
nur die in den benutzten Sdtzen und Definitionen niedergelegten Be- 
ziehungen zwischen den geometrischen Begriffen diirfen in Betracht 
kommen. Wahrend der Deduktion ist es zwar statthaft und niitzlich, 
aber keineswegs notig, an die Bedeutung der auftretenden geometrischen 
Begriffe zu denken; so daB geradezu, wenn dies nétig wird, daraus 
die Lickenhaftigkeit der Deduktion, unter Umstanden sogar die Un- 
zulanglichkeit der als Beweismittel vorausgeschickten Satze hervorgeht. 
Hat man aber ein Theorem aus einer Gruppe von Satzen — wir wollen 
sie Stammsdtze nennen — in voller Strenge hergeleitet, so besitzt die 
Herleitung einen itber den urspriinglichen Zweck hinausgehenden Wert. 
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Denn wenn aus einem Stamm, d.i. einer Gruppe von Stammsitzen, 
dadurch, daB man die darin verkniipften geometrischen Begriffe mit 
gewissen andern vertauscht, wieder richtige Satze hervorgehen, so ist 
in dem Theoreme die entsprechende Vertauschung zulassig; man erhalt 
so, ohne die Deduktion zu wiederholen, einen (im allgemeinen) neuen 
Satz, eine Folgerung aus den veraénderten Stammsdtzen. Von dieser 
Berechtigung wurde schon im ersten Paragraphen wiederholt Gebrauch 
gemacht, dann im dritten und vierten, endlich im gegenw4rtigen Para- 
graphen nicht blo8 zur Begriindung der Dualitat zwischen Punkt und 
Ebene, sondern schon beim Beweise der Behauptung, daB alle uns jetzt 
zuganglichen graphischen Satze sich aus den graphischen Sdtzen der 
§§ 7—9 folgern lassen. 

Die im ersten und sechsten Paragraphen gegebenen Bemerkungen 
uber das Beweisverfahren werden hierdurch vervollstandigt. Man wird 
diese Erérterung nicht fiir iiberfliissig erklaren, wenn man darauf achtet, 
wie oft die besprochenen Anforderungen unerfiillt bleiben, sogar in 
Schriften, die sich die Begriindung der Geometrie oder anderer mathe- 
matischer Disziplinen zur Aufgabe machen. Der allgemeinen Auffassung 
nach sollen die Lehrsatze logische Folgerungen aus den Kernsatzen sein. 
Aber nicht immer bringt man sich alle benutzten Beweismittel ausdriick- 
lich zum BewuBtsein. DaB dies zum Teil von der Anwendung der Ab- 
bildungen herriihrt, ist in § 6 besprochen worden; aber selbst wenn kein 
sinnliches Bild, nicht einmal die bewuBte innerliche Vorstellung eines 
solchen, zugelassen wird, so ibt der Gebrauch vieler Woérter, mit denen 
namentlich die einfacheren geometrischen Begriffe bezeichnet werden, 
an sich schon einen gewissen EinfluB aus. Einen Teil der Ausdriicke, mit 
deren Handhabung im taglichen Leben wir durch frithzeitige Gewohnung 
vertraut geworden sind, treffen wir in der Wissenschaft wieder an; und 
wie im taglichen Leben beim Gebrauche jener Ausdriicke zugleich aller- 
hand Beziehungen zwischen den entsprechenden Begriffen sich mit unseren 
Gedanken verflechten, ohne daB wir uns davon besondere Rechenschaft 
geben, so gelingt es selbst in der strengen Wissenschaft nicht leicht, die un- 
bewuBten Beimischungen ganz fernzuhalten. Eben diese Beimischungen 
miissen an das Licht gebracht werden, damit die Grundlage, auf der sich 
die Geometrie aufbaut, in ihrem wahren Umfange zu erkennen sei. 

Bei der Aufsuchung neuer Wahrheiten wird man sich unbedenklich 
aller Mittel bedienen, die zum Ziele fiihren kénnen. Anders verhalt es 
sich mit der Priifung und Darstellung des Gefundenen, die in der Mathe- 
matik nur dann befriedigt, wenn die neue Tatsache als eine Folge der 
bekannten Tatsachen erscheint. Diese Forderung ist wohl aus der 
Wahrnehmung entsprungen, da8 man in der Mathematik reichlicher als 
auf irgendeinem andern Gebiete die Méglichkeit antrifft, durch SchluB- 
folgerungen allein, ohne besonderes Experiment, Neues und Richtiges 
aus Bekanntem zu finden; sie wird um so sicherer von selbst erfiillt, 
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je weiter man sich von den Kernbegriffen entfernt, je ausschlieBlicher 
man also mit zusammengesetzten Begriffen umgeht, die wegen ihrer 
nicht gemeinfaBlichen Bedeutung keine Relationen zulassen, die sich 
unbemerkt in eine SchluBfolgerung einschleichen kénnten. Wenn nun 
die Mathematik an die streng deduktive Methode, der sie gerecht zu. 
werden vermag, sich wirklich bindet, so darf man hierin keinen tiber- 
fliissigen Zwang erblicken. Der Wert jener Methode besteht darin, daB 
die ihr entsprechende Auffassung des Beweisverfahrens alle Willkiir 
ausschlieBt, wahrend bei jeder andern Auffassung die Unanfechtbarkeit 
der Beweise aufhért, weil der Beurteilung keine scharfe Grenze gezogen 
werden kann!). Die Unanfechtbarkeit der Beweise, durch die die 
Lehrsatze auf die Kernsdtze zuriickgefiihrt werden, im Verein mit der 
Evidenz der Kernsatze selbst, die durch die einfachsten Erfahrungen 
verbiirgt sein sollen, gibt der Mathematik den Charakter hochster Zu- 
verldssigkeit, den man ihr zuzuschreiben pflegt. Um diese Eigenschaften 
iiberall zu erzielen, wird man sich allerdings zu mancher Weitlaufigkeit 
genotigt sehen; aber auf der andern Seite werden gerade durch das 
Streben nach héchster Strenge gewisse Vereinfachungen ermoglicht. 
Zunachst hat die erhéhte Verwendbarkeit der Beweise sich schon wieder- 
holt als niitzlich erwiesen. Sodann — und darauf méchte ich hier das 
Hauptgewicht legen — erkennt man bei solcher Darstellung die Ent- 
behrlichkeit gewisser Bestandteile, die gewohnheitsmafig mit tiberliefert 
werden. Die Wissenschaft schdpft einen Teil ihres Stoffes unmittelbar 
aus der Sprache des taglichen Lebens. Aus dieser Quelle sind Aus- 
drucksweisen und Anschauungen, mit denen man wissenschaftliche Satze 
nicht formulieren sollte, auch in die Mathematik hineingelangt. Welche 
Rolle die einzelnen Begriffe und Relationen in dem Lehrgebaude spielen, 
wieweit sie fiir das Ganze notwendig oder entbehrlich sind, tritt nur 
bei unbedingt strenger Darstellung an den Tag. Erst wenn auf solchem 
Wege die wesentlichen Bestandteile vollstandig gesammelt, die entbehr- 
lichen aber ausgeschieden sind*), gewinnt man den Boden fiir all- 
gemeine Erérterungen tiber Geometrie. 


§ 13. Von den kongruenten Figuren. 
Bei der geometrischen Betrachtung einer Figur wird immer voraus- 
gesetzt, da ihre Bestandteile einem starren Korper angehéren?). In 


1) Uber das Wesen des mathematischen Beweises siehe: Grundlagen der Ana- 
lysis, 1909, Anhang zu § 2; eingehender in: Mathematik und Logik, Leipzig: Wil- 
helm Engelmann 1919, 2. Aufl. 1924; Begriffsbildung und Beweis in der Mathe- 
matik, Ann. d. Philosophie Bd. 4, 1924; Die axiomatische Methode in der neue- 
ten Mathematik, ebenda. Bd. 5, 1926. 

*) Ausgeschaltet werden konnten hier die Begriffe ,,Raum‘‘ und ,, Dimension“‘, 
die in Kernsatzen nicht Platz finden. Sie sind als abgeleitete Begriffe einzufiihren; 
siehe die Abhandlung: Dimension und Raum in der Mathematik, Ann. d. Philo- 
sophie Bd. 5, H. 3/4, S. 109—120. 1925. 

8) Siehe hierzu die auf Seite 3 in der FuBnote angefiihrte Schrift. 
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den bisherigen Entwicklungen wurde sogar angenommen, daB alle in 
einer und derselben Betrachtung auftretenden Elemente eine Figur im 
obigen Sinne bilden, und wenn also zwei Figuren in Beziehung gebracht 
wurden, wie dies z. B. bei der Erklarung der Perspektivitat geschah, 
so mu8ten jene Figuren miteinander starr verbunden sein. 

Wir werden jetzt, um den Begriff der Kongruenz einzufiihren, uns 
fiir einige Zeit auf Figuren beschraénken, die nur aus Punkten zusammen- 
gesetzt sind, und zwar aus eigentlichen Punkten. Wir halten daran fest, 
da8 jede Figur auf einem starren Korper verzeichnet ist, aber wir ver- 
langen nicht, daB alle gleichzeitig betrachteten Figuren sich auf einem 
und demselben starren Korper befinden. Ist eine Figur abcd gegeben, 
so darf man die Punktgruppen ab, ac, abc usw. ebenfalls Figuren 
nennen; aber wenn zwei Figuren ef und gh gegeben sind, so kommt 
der Punktgruppe efg der Name einer Figur nicht notwendig zu, weil 
die Figuren ef und gh moglicherweise gegeneinander beweglich sind. 

Es seien, um mit dem einfachsten Falle zu beginnen, zwei starr ver- 
bundene Punkte ab gegeben und zwei ebenfalls starr verbundene Punkte 
ab’. Die Figuren ab und a’b’ sind entweder gegeneinander beweglich 
oder nicht. Wir nehmen zuerst an, daB sie gegeneinander beweglich 
sind. Man kann dann (nachdem etwaige stérende Bestandteile der starren 
K6rper beseitigt sind) die Figuren bewegen, bis die Punkte a und a’ 
aneinanderstoBen oder die Punkte 6 und b’. Wenn es gelingt, beides 
gleichzeitig zu bewirken, so sagt man, da die Figuren abd und a’b’ 
zum Decken gebracht sind, und wenn die Figuren hierauf wieder beliebig 
bewegt werden, so wird von ihnen gesagt, daB sie einander zu decken 
vermogen. 

Wie immer die Figur ab gegeben sein mag, so kann man Figuren 
herstellen, die imstande sind, ab zu decken. Man wird sich dazu eines 
starren Koérpers bedienen, der die Punkte a und 0 gleichzeitig zu beriithren 
vermag; auf einem solchen werden zwei Punkte « und f so gewahlt, 
daB die Figuren ab und «f sich zum Decken bringen lassen. Man be- 
wegt z. B. einen Stab (MaBstab, Lineal) an die Punkte a und 6 heran 
und vermerkt auf ihm die Stellen, die an a und 0 stoBen; oder man 
stellt die Spitzen eines Zirkels auf die Punkte a und 8, so daB die Spitzen 
mit « und # bezeichnet werden kénnen. Es ist gleichgiiltig, welche 
Spitze auf a, welche auf 0} gestellt war; itberhaupt, wenn die Figur « B 
imstande war ab zu decken, so kann sie auch mit ba zum Decken ge- 
bracht werden. 

Ich kehre jetzt zu den Figuren ad und a’d’ zuriick, von denen vor- 
laufig angenommen wurde, daB sie gegeneinander beweglich sind. Mit 
af bezeichne ich eine gegen ab und a’b’ bewegliche Figur, die mit ab 
zum Decken gebracht werden kann, und priife, ob auch a ‘vb’ und «B 
zum Decken gebracht werden kénnen. Es zeigt sich, daB diese Priifung 
die vorige, bei der ab und a’b’ unmittelbar verglichen wurden, ersetzt, 
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d.h. wenn (auBer ab und «f auch) a’b’ und af sich decken k6nnen, 
so kénnen ad und a’b’ sich decken, und umgekehrt. Wenn von den 
drei Figuren ab, a’b’, «B eine die beiden andern decken kann, so konnen 
diese beiden sich decken. 

Sehen wir jetzt ganz davon ab, ob die Figuren ab und a’b’ gegen- 
einander beweglich sind oder nicht. Ich kann jedenfalls eine Figur her- 
stellen, die gegen jene beiden Figuren beweglich ist und mit der einen 
zum Decken gebracht werden kann. Ist es mdglich, eine und dieselbe 
Figur sowohl mit ad als auch mit a’b’ zum Decken zu bringen, so heiBen 
die Figuren ab und a’b’ kongruent. 

Wenn die Figuren ab und a’b’ gegeneinander beweglich sind, so 
erweisen sie sich als kongruent, wenn sie sich zu decken vermogen, 
und es ist alsdann die Zuziehung einer dritten Figur nicht notig. Wenn 
die Figuren ab und a’b’ miteinander starr verbunden, z. B, auf einer 
und derselben Platte verzeichnet sind, so ist es zwar nicht unmédglich, 
die Verbindung zu lésen; aber es ist immer erwiinscht, unter Um- 
standen sogar notwendig, ein anderes Mittel zur Vergleichung zu be- 
sitzen. In der Tat sind wir gewohnt, solche Figuren durch Vermittelung 
einer Hilfsfigur zu vergleichen, die in der Regel durch zwei Punkte 
an einem Stabe oder durch die Spitzen eines Zirkels dargestellt wird. 
Und diese Vermittlung ist geradezu notwendig, wenn die Figuren ab 
und a’b’ einen oder beide Punkte gemein haben. Es sollte nicht aus- 
geschlossen werden, da8 a’ mit a zusammenfallt oder mit 0; es kénnen 
innerhalb einer Figur abb’ die Teile ab und ab’ kongruent sein. Auch 
ist schon oben die Figur ba neben der Figur abd aufgetreten, und wir 
haben bemerkt, da eine und dieselbe Figur imstande ist, jene beiden 
zu decken. Die Figuren ab und ba sind demnach kongruent zu nennen, 
ohne daB sie eine direkte Vergleichung gestatten. 

Wir haben, wenn auch zunachst nur fiir den einfachsten Fall, einen 
neuen Kernbegriff eingefiihrt, namlich den Begriff zweier Figuren, die 
zum Decken gebracht werden kénnen, und mit seiner Hilfe die Be- 
deutung des Wortes ,,kongruent“ erklart. Wir haben zugleich mehrere 
sehr einfache, auf den neuen Begriff beziigliche Tatsachen erwahnt, 
die unmittelbar aus der Erfahrung zu entnehmen sind. Diese Tatsachen 
und eine Reihe anderer von gleicher Beschaffenheit habe ich jetzt als 
Kernsatze zu formulieren, nach deren Herstellung wieder die deduktive 
Entwicklung Platz greift. Ich spreche zuerst folgenden Kernsatz aus: 

I. Kernsatz. — Die Figuren ab und ba sind kongruent. 

Sind drei Figuren ab, a’b’, a’’b" gegeneinander beweglich, so ist 
schon festgestellt worden, daB a’b’ und a’’b” einander decken kénnen, 
wenn ab beide zu decken vermag. Sehen wir aber wieder davon ab, 
ob die Figuren starr verbunden sind oder nicht, und setzen wir voraus, 
da8 ab und a’b’ kongruent sind, zugleich auch ab und a’’b’’, Es kann 
also eine Figur «6 zum Decken gebracht werden mit ab und a’d’, ferner 
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eine Figur «’f’ mit ab und a’’b’’; wf ist gegen ab und a’b’, «’ B’ gegen 
ab und a’’b” beweglich. Die Figuren ab und «f sind kongruent; da sie 
méglicherweise starr verbunden sind, so sei A B eine gegen die vorigen 
bewegliche Figur, die a) decken kann. Es k6énnen sich alsdann decken 
A Bund ab, «f und ad, «’B’ und ab, folglich A B und «f, A B und «’ f’; 
ferner a’b’ und «f, a’’b” und «’ ’, folglich A B und a’d’, A B und a’’b”, 
d.h. a’b’ und a’’b” sind kongruent. Sind zwei Figuren a’b’ und a’’b” 
einer Figur ab kongruent, so sind sie einander kongruent. Diese Tat- 
sache wird einen besonderen Fall des siebenten Kernsatzes bilden. 

Ist eine Figur ab gegeben, so kann man eine kongruente Figur a’}’ 
herstellen, von der man den einen Punkt, etwa a’, beliebig wahlen darf. 
Man kann ndmlich eine Figur «f herstellen, die gegen die Figur ab 
und den Punkt a’ beweglich und ab zu decken imstande ist; mit Hilfe 
von «f (also z. B. des Zirkels) wird sodann 0’ aufgefunden und nétigen- 
falls mit a’ in starre Verbindung gebracht. Diese Tatsache ist als ein- 
fachster Fall im achten Kernsatze mit enthalten. Hier ist jedoch hinzu- 
zuafiigen, daB in Betreff des Punktes b’ noch eine bestimmte Forderung 
gestellt werden darf. Der Punkt a’ konnte beliebig gewahlt werden; 
lassen wir ihn mit @ zusammenfallen und ziehen von a aus eine gerade 
Strecke nach irgendeinem Punkte c, so daB die Figur abc entsteht. 
Man kann verlangen, da8 0’ in dieser Strecke oder in ihrer Verlangerung 
iiber c hinaus angegeben werde; ein solcher Punkt ist allemal vorhanden, 
und zwar nur einer. 

IT. Kernsatz. — Zur Figur abc kann man einen und nur einen eigent- 
lichen Punkt 0’ derart hinzufiigen, da8B 
ab und ab’ kongruente Figuren werden 
und 0’ in der geraden Strecke ac oder 
c in der geraden Strecke ab’ liegt. 

Wird also die gerade Linie ac mit g 
bezeichnet und in ihr der eigentliche Abb. 84. 

Punkt c’ auBerhalb des Schenkels ac 

angenommen, so gibt es in der Geraden g zwei (aber nicht mehr) 
eigentliche Punkte, 6’ und 6’, von denen der eine im Schenkel ac, der 
andere im Schenkel ac’ liegt, so daB ab, ab’, ab’ kongruente Figuren 
sind. Man kann 0’ und b” etwa mit Hilfe des Zirkels bestimmen. 

Betrachten wir jetzt zwei Figuren abc und a’b’c’, die aus je drei 
Punkten bestehen. Sie sind entweder starr miteinander verbunden oder 
nicht. Um beide Falle zugleich zu beriicksichtigen, gehe ich davon 
aus, daB stets eine Figura fy herstellbar ist, die gegen jene beiden be- 
wegt und mit der einen, etwa mit abc, zum Decken gebracht werden 
kann, wobei die Punkte a und «, 6 und f, ¢ und y aneinanderstoBen. 
Eine solche Figur la8t sich auf jedem starren K6rper verzeichnen, der 
die Punkte abc gleichzeitig zu beriithren vermag. Ist es méglich, eine 
und dieselbe Figur «fy sowohl mit abc als auch mit a’b’c’ zum Decken 


b 


96 § 13. Von den kongruenten Figuren. 


zu bringen, so heiBen die Figuren abc und a’b’c’ kongruent. Jetzt ist 
es aber nicht mehr gleichgiiltig, in welcher Reihenfolge die Punkte ge- 
schrieben werden. Wenn die Figur « fy imstande ist, abc zu decken, 
so ist sie im allgemeinen nicht imstande, bac zu decken. Wenn die 
Figuren abc und a’b’c’ kongruent sind, so sind zwar auch bac und b'a‘c’ 
kongruent, aber im allgemeinen nicht bac und a’b’c’. Die zusammen- 
gehorigen Punkte, a und a’, 6 und 0’, c und c’, werden homologe Punkte 
der kongruenten Figuren genannt. 

Mit der Figur abc ist die Figur ad als ein Teil gegeben, der mit der 
Figur «f zum Decken gebracht werden kann. Ist nun « fy imstande, 
abc und a’b’c’ zu decken, kénnen also «8 und a’‘b’ sich decken, so sind 
die Figuren ab und a’b’ kongruent. Wir werden die Figuren ab und 
ab’, ac und a'c’, bc und b’c’ homologe Teile der kongruenten Figuren 
abc und a’b’c’ nennen. Da8 solche homologe Teile kongruent sind, 
bildet einen besonderen Fall des sechsten Kernsatzes. 

Die Figur abc kann aus drei Punkten einer Geraden bestehen. 
Nehmen wir an, daB c in der Geraden ab zwischen a und 6 liegt, daB 
die Figuren ab und a’b’ mit «6 zum Decken gebracht werden k6énnen, 
und da8B a mit b, a’ mit 0’, « mit BP durch gerade Strecken verbunden 
sind. Bringe ich ab und « B zum Decken, so nehme ich wahr, daB die 
Punkte der Strecke ab an die Punkte der Strecke «f stoBen und um- 
gekehrt, und man sagt daher, daB die Strecken ab und « B zum Decken 
gebracht seien; zugleich ergibt sich ein bestimmter Punkty der Strecke 
s é , «6, der an den Punktc st6Bt. Auch die Strecken « B 
e und a’d’ werden sich decken kénnen, und man nennt 


e e 
os : e deshalb die Strecken a6 und a’b’ kongruent. Bringt 
a c 


man nun die Strecken «f und a’b’ zum Decken, 
so ergibt sich ein bestimmter Punkt c’ der Strecke a’b’, der vom Punkte y 
gedeckt wird, so daB abc und a’b’c’ kongruente Figuren sind. 

III. Kernsatz. — Liegt der Punkt c innerhalb der geraden Strecke 
ab, und sind die Figuren abc und a’b’c’ kongruent, so liegt der Punkt c’ 
innerhalb der geraden Strecke a’d’. 

Kongruente Strecken kommen in Betracht, wenn eine Strecke ab 
mit einer anderen uv gemessen werden soll. Nach den Vorbemerkungen 
zum zweiten Kernsatz kann ich auf dem Schenkel ab den Punkt c, so 
angeben, daB ac, und uv kongruente Figuren werden; es handelt sich 
hier nur um den Fall, wo c, zwischen a und b zu liegen kommt. Ich 
kann (II.) die Strecke ac, bis c, — und zwar nur auf eine Art — so 
verlangern, daB die Strecken c,a und c,c, kongruent werden, folglich 
auch ac, und ¢,c,. Ebenso kann ich die Strecke c,c, um die kongruente 
Strecke c,c, verlangern, diese um die kongruente Strecke cgc, usf. Beim 


e —®e e e e ® e e ® e ee e 
a Cy Cy Cc 


3 Cy Cy b Cn+1 
Messen wird jedoch ein bestimmtes Ziel erstrebt und auch erreicht. 
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Man verfolgt namlich die Reihe der Punkte c,cgc, ... nur bis zum 
Punkte c,, wenn 6 entweder mit c, zusammenfallt oder von den 
Punkten c, und c¢,,, eingeschlossen werden wiirde, und zu einem 
solchen Punkte c,, kann man allemal durch eine endliche Anzahl von 
Konstruktionen gelangen. 

IV. Kernsatz. — Liegt der Punkt c, innerhalb der geraden Strecke 
ab, und verlangert man die Strecke ac, um die kongruente Strecke c, cy, 
diese um die kongruente Strecke c,c, usf., so gelangt man stets zu 
einer Strecke c,c,,,, die den Punkt 6 enthalt. (Das sog. Archimedische 
Axiom.) 

Betrachten wir wieder die Figur abc, aus drei Punkten einer Gerade 
bestehend, und nehmen wir jetzt an, daB die Strecken ac und bc kon- 
gruent, sind also c zwischen aund 6 gelegen ist. Eine Figur « B y werde 
hergestellt, die abc zu decken vermag. Werden die Strecken ba und «8 
zum Decken gebracht, so deckt y einen bestimmten Punkt der Strecke 
ba, der von c nicht verschieden sein kann; die Figuren abc und bac 
sind demnach kongruent. Aber auch wenn abc nicht in gerader Linie 
liegen, wird dieselbe Beobachtung gemacht. 

V. Kernsatz. — Wenn in der Figur abc die Strecken ac und bc 
kongruent sind, so sind die Figuren abc und bac kongruent. 

Diese Tatsache kann noch in anderer Form ausgesprochen werden. 
Wenn ca und y« beliebige Strecken, aber nicht starr verbunden sind, 
so kann man sie gegeneinander bewegen, bis die Punkte c und y an- 


(Se 7 


Abb. 35, Abb. 36, 


einanderstoBen und zugleich entweder a an einen Punkt der Strecke yx 
oder « an einen Punkt der Strecke ca. Es wird dann jeder Punkt des 
Schenkels ca von einem Punkte des Schenkels yx gedeckt und um- 
gekehrt, und man wird daher sagen, es seien die Schenkel ca und ya 
zum Decken gebracht. Wenn in der Figur abc die Strecken ca und cb 
zu verschiedenen Geraden gehoren, ebenso in der Figur ay die Strecken 
ya und yf, und die Figuren nicht starr verbunden sind, so kann man 
sie bewegen, bis die Schenkel ca und y« sich decken oder die Schenkel cd 
und yf. Gelingt es nun, beides gleichzeitig zu bewirken, so sagt man, 
es seien die Winkel ach und «yf zum Decken gebracht+). Wenn die 
Winkel acb und «yf sich decken kénnen, so braucht dies von den Fi- 


1) Eine Definition des Winkels wird hier nicht beabsichtigt. 
Pasch-Dehn, Vorlesungen. 2. Aufl, a 
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guren acb und «yf nicht zu gelten; dazu ist vielmehr noch notwendig 
und hinreichend, da die Strecken ca und y«, cb und yf kongruent sind. 

Es seien jetzt zwei Figuren abc und a’b’c’ gegeben; die Strecken ca 
und cb sollen zu verschiedenen Geraden gehéren, ebenso die Strecken 
c'a’ und c’b’. Immer 1aBt sich eine gegen abc und a’b’c’ bewegliche 
Figur « By so herstellen, da8 die Winkel acb und «y B sich decken konnen 
(Winkelmesser), und zwar ist es gleichgiiltig, in welcher Anordnung die 
Schenkel aufeinandergelegt werden, d.h. es kénnen auch die Winkel 
bca und apf sich decken. Ist es méglich, einen und denselben Winkel 
ay mit den Winkeln acb und a’c’b’ zum Decken zu bringen, so heiBen 
die Winkel acb und a’c’b’ kongruent. — Es seien zwei kongruente 
Winkel acb und a’c’b’ vorgelegt; die Figuren acb und a’c’b’ brauchen 
alsdann nicht kongruent zu sein. Ich kann aber die Figur « By so wahlen, 
daB die Figuren acb und ayf sich decken kénnen; damit auch die 
Figuren a’c’b’ und «yf sich zum Decken bringen lassen, ist noch die 
Kongruenz der Strecken c’a’ und ya, c’b’ und yf notwendig und hin- 
reichend. Sobald daher ca und c’a’, cb und c’b’ kongruente Strecken 
sind, so sind auch die Figuren acb und a’c’b’ (oder abc und a'b'c’) 
kongruent. 

Hiernach sind die Winkel acb und bca stets kongruent. Nimmt 
man aber insbesondere kongruente Strecken ca und cb, so sind auch 
die Figuren abc und bac kongruent, wie im fiinften Kernsatz behauptet 
wurde. 

Es ist nun an der Zeit, Figuren zu betrachten, die aus beliebig 
vielen Punkten bestehen. Die Figuren abcd... und a’b’c’d’ ... seien 
aus gleichvielen Punkten zusammengesetzt. Immer ist eine Figur 
aByo... herstellbar, die gegen jene beiden bewegt und mit der einen 
zum Decken gebracht werden kann, wobei die Punkte a und «, b und B 
usw. aneinanderstoBen. Ist esmoglich, die Figur «By6 ... mit beiden 
gegebenen Figuren zum Decken zu bringen, so heiBen diese kongruent. 
Diese Kongruenz ist aber von der Wahl der Figur «Byd ... nicht ab- 
hangig; haben sich die Figuren abcd... und a’b’c'd’ ... als kongruent 
erwiesen, und kann man eine von ihnen auf die gegen beide bewegliche 
Figur ABCD ... legen, so 1a4Bt auch die andere sich auf ABCD... 
legen. Man mag deshalb das Wesen der kongruenten Figuren durch 
die Aussage bezeichnen, daB jede die Lage der anderen einzunehmen 
imstande ist. 

Um die Kongruenz der Figuren abcd ... und a’b’c'd’ ... zu er- 
kennen, wird eine Hilfsfigur «Byéd ... benutzt, und es werden einmal 
die Punkte a und «, b und £ usw. miteinander in Berithrung gebracht, 
das andere Mal die Punkte a’ und «, 6’ und f usw. Dieser Zusammen- 
gehérigkeit entsprechend heiBen a und a’ homologe Punkte, ebenso b 
und 0’ usw. Jedem Teile der Figur abcd ... entspricht ein Teil der 
Figur a’b’c'd’ ..., namlich der aus den homologen Punkten zusammen- 
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gesetzte, den wir den homologen Teil nennen diirfen, und je zwei homo- 


loge Teile kénnen mit einem gewissen Teile der Figur afyd ... zum 
Decken gebracht werden. 
VI. Kernsatz. — Wenn zwei Figuren kongruent sind, so sind auch 


ihre homologen Teiie kongruent. 

Es ist hier nicht ausgeschlossen, da8 homologe Teile zusammen- 
fallen, z. B. bei zwei kongruenten Figuren abc und abc’. In der Tat 
sind wir berechtigt, jede Figur sich selbst kongruent zu nennen, wobei 
aber jeder Punkt sich selbst homolog ist und mithin nicht an diejenige 
Kongruenz gedacht werden soll, die zwischen den Strecken ab und ba, 
zwischen den Winkeln acb und bca stattfindet. Wenn bei zwei kon- 
gruenten Figuren ein Punkt sich selbst entspricht, so kann man sagen: 
Die Figuren haben den Punkt entsprechend gemein. 

Vom sechsten Kernsatze war schon an tritherer Stelle ein besonderer 
Fall erwahnt worden; die gleiche Verallgemeinerung wird noch zwei 
anderen friheren Bemerkungen zuteil. Man nehme an, da} die Figuren 
abcd’... und abcd”... einer dritten Figur abcd ... kongruent 
sind; es ist dann immer moglich, eine Figur A BCD ... herzustellen, 
beweglich gegen jene drei Figuren und fahig die letzte zu decken; mit 
seiner solchen Figur A BCD ... kénnen auch die beiden erstgenannten 
Figuren zum Decken gebracht werden. 

VII. Kernsatz. — Wenn zwei Figuren einer dritten kongruent sind, 
so sind sie einander kongruent. 

Wenn ferner eine Figur ab und ein Punkt a’ irgendwie gegeben 
sind, so kann man (wie bereits erwahnt) mit dem letzteren einen Punkt 0’ 
so verbinden, daB ab und a’b’ kongruente Figuren sind. Wenn aber 
die Figuren abc und a’b’ gegeben sind, so kann man mit der letzteren 
nicht immer einen Punkt c’ so verbinden, daB abc und a’b’c’ kongruente 
Figuren sind; vielmehr ist hierzu die Kongruenz der Figuren ab und 
a’ b’ notwendig und ausreichend. Uberhaupt, wenn die Figuren abc... 
klund a'b’c'...k’ gegeben sind und zwischen abc...kunda'b’c’...k’ 
Kongruenz stattfindet, so laBt sich der Punkt /’ so anbringen, daB 
abc... ki und a’b’c’ ... k'l’ kongruente Figuren werden. Um einen 
solchen Punkt zu erhalten, wird man eine Figur ABC ... KL her- 
stellen, die gegen die beiden gegebenen bewegt und mit abc... ki zum 
Decken gebracht werden kann, und diese Figur bewegen, bis ABC...K 
und a’b’c’ ...k' sich decken. Alle diese Tatsachen umfaft der folgende 
Kernsatz, sobald man zulaBt, daB ein einzelner Punkt eine Figur bildet 
und zwei Punkte immer zu den kongruenten Figuren gerechnet werden. 

VIII. Kernsatz. — Wird von zwei kongruenten Figuren die eine 
um einen eigentlichen Punkt erweitert, so kann man die andere um 
einen eigentlichen Punkt so erweitern, daf die erweiterten Figuren wieder 
kongruent sind. 


In den beiden einfachsten Fallen kann man tber die hiermit aus- 
fis 
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gesprochene Méglichkeit noch hinausgehen. Soll namlich bei gegebenem 
a die Figur ab kongruent der gegebenen Figur fg hergestellt werden, 
so darf man noch fordern, da 0 in eine durch a beliebig gezogene Ge- 
rade fallt (II), und hat in die- 
ser zwischen zwei Punkten auf 
h a verschiedenen Seiten von a die 

2 Wahl. Ahnliches findet nun 
rage Ne ee statt, wenn die Figuren ab 
und fgh so gegeben werden, 
da8 ab und fg kongruent sind, 
und die Figur abc kongruent mit {gi bestimmt werden soll; dabei ist 
jedoch vorauszusetzen, daB fgh nicht in gerader Linie liegen. Es sei 
namlich FG eine gegen ab und /gh bewegliche Figur, die fg zu decken 
vermag, so daB auch ab und FG sich decken kénnen. Ist alsdann durch 
die Punkte a und 0 irgendeine Ebene gelegt, so kann man FGH be- 
wegen, bis nicht bloB FG und ab sich decken, sondern auch gleichzeitig 
H einen Punkt der Ebene deckt, und zwar kann dies auf zwei Arten 
geschehen. In der gegebenen Ebene findet man demnach zwei Punkte c 
und d, die Figuren abc und abd kongruent mit /gh liefern, und man be- 
merkt iiberdies, daB cundd auf verschiedenen Seiten der Geraden ad liegen. 

IX. Kernsatz. — Sind zwei Figuren ab und fgh gegeben, fgh nicht 
in einer geraden Strecke enthalten, ab und fg kongruent, und wird 
durch a und 6 eine ebene Flache gelegt, so kann man in dieser oder in 
ihrer Erweiterung genau zwei Punkte c und d so angeben, daB die 
Figuren abc und abd der Figur fgh kongruent sind, und zwar hat die 
Strecke cd mit der Strecke ab oder deren Verlangerung einen Punkt 
gemein. 

Mit anderen Worten, unter Beriicksichtigung friiherer Bemerkungen: 
Sind zwei Figuren ab und fgh gegeben, fgh nicht in gerader Linie, 
und wird durch a und 6 eine Ebene gelegt, so kann man in dieser — 
und zwar nicht bloB auf eine Art — den Punkt c so angeben, da’ die 
Winkel abc und /gh kongruent sind; liegen aber in einer Ebene die 
Punkte c und c’ auf derselben Seite der Geraden ab, so sind die Winkel 
abc und abc’ nicht kongruent. 

Wenn wir aber jetzt von zwei Figuren abc und /ghi ausgehen und 
die Figuren abc und fgh als kongruent voraussetzen, so werden wir 
zu einem ahnlichen Kernsatz nicht gefiihrt. LaBt namlich die Figur 
abc auf mehr als eine Art sich zu einer mit {gi kongruenten Figur 
erweitern, etwa zu abcd und abce, so sind die Figuren abcd und abce 
kongruent. Bei der Frage, ob solche Figuren kongruent sein kénnen, 
werden wir annehmen, daf sie keine Planfiguren sind; der andere Fall wird 
aus den friiheren Kernsatzen erledigt. Liegt nun d auBerhalb der Ebene 
abc, und wird mit abcd eine Figur «By6d zum Decken gebracht, so stellt 
es sich als unméglich heraus, abce und «fyd zum Decken zu bringen. 


Cc 


Abb. 37. 
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X. Kernsatz. — Zwei Figuren abcd und abce, deren Punkte nicht 
in ebenen Flachen liegen, sind nicht kongruent. 

Man gewinnt einen andern Ausdruck fiir diese Tatsache in folgender 
Betrachtung. 

Sind die Punkte abcd nicht in einer Ebene enthalten, und wird die 
Gerade ab mit m bezeichnet, so entsteht ein ,,Winkel‘‘!) cmd mit der 
, ante m und den Schenkeln mc und md. Es sei die Figur «fy6 
gegen die vorige beweglich; die Gerade «f heiBe uw. Man kann die 
Figuren gegeneinander bewegen, bis die Schenkel mc und py sich decken 
(d.h. jeder Punkt des einen an einen Punkt des andern st6Bt, ins- 
besondere jeder Punkt der Geraden m an einen Punkt der Geraden yz) 
oder die Schenkel md und wd. Tritt beides zugleich ein, so sagt man, 
die Winkel cmd und yo seien zum Decken gebracht. Wenn die Figuren 
abcd und afyo sich decken kénnen, so gilt dies auch von den Winkeln 
cmd und yud. — Sind auch die Punkte a’b’c’d’ nicht in einer Ebene 
enthalten, und bedeutet m’ die Gerade a’b’, so kann es vorkommen, 
daB ein Winkel yuo die beiden Winkel cmd und c’m'd’ zu decken ver- 
mag; die letzteren heiBen alsdann kongruent. Wenn die Figuren abcd 
und a’ 6'c'd’ kongruent sind, so sind es auch die Winkel cmd und c’m'a’. 
Nehmen wir nun auBerhalb der Ebene abc den Punkt e auf derselben 
Seite mit d, dann liegen tberhaupt die Schenkel md und me auf der- 
selben Seite der Ebene abc, mithin entweder der Schenkel md zwischen 
mc und me (im Winkel cme) oder me zwischen mc und md (im Winkel 
cmd). Man bemerkt aber, daB bei solcher Lage die Winkel cmd und 
cme nicht kongruent sind. Daraus folgt, daB die Figuren abcd und abce 
nicht kongruent sind, wenn d und e auf derselben Seite der Ebene abc 
liegen. 

Nehmen wir endlich die Punkte d und e auf verschiedenen Seiten 
der Ebene abc, so ist es der Unterschied zwischen Rechts und Links, 
der hier verwendet werden kann. Wenn namlich ein Beobachter auf 
der Seite des Punktes d den geraden Weg von a nach 6 zuriicklegt, 
so ist fiir ihn der Punkt c entweder rechts oder links gelegen; geht der 
Beobachter jedoch auf die Seite des Punktes e iiber, so erscheint ihm 
rechts, was zuvor links gelegen war, und umgekehrt. Es seien nun abcd 
und a’b'c’d’ kongruente Figuren; die Figur afy0o sei fahig, beide zu 
decken. Dann iibertragen sich erfahrungsgemaB die Bezeichnungen 
Rechts und Links von der Figur abcd auf «By6d, von dieser auf a’b’c'd’ 
in unveranderter Weise. Da eine gleiche Ubertragung von der Figur 
abcd auf abce nicht stattfindet, sobald d und e auf verschiedenen Seiten 
der Ebene abc liegen, so sind solche Figuren nicht kongruent?). 


1) Siehe FuBnote auf Seite 97. 
2) Weiteres iiber Kongruenz enthalt die auf Seite 3 in der Fufnote angefiihrte 
Schrift. 
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$14. Ausdehnung der Kongruenz auf beliebige Elemente. 


In den vorstehenden Kernsatzen treten als Elemente von kongruenten 
Figuren nur Punkte, und zwar eigentliche Punkte auf. In den bei- 
gegebenen Erlauterungen ist zwar diese Einschrankung nicht beobachtet 
worden; doch sollen fiir unsere ganze Entwicklung ausschlieBlich die 
Kernsatze maBgebend sein, und ich werde demgema8 im folgenden nur 
diejenigen Tatsachen und Begriffe benutzen, die in den Kernsadtzen uber 
die kongruenten Figuren oder schon in fritheren Kernsatzen enthalten 
sind oder aus solchen abgeleitet werden. 


Wenn abc, a’b'c’ eigentliche Punkte, abc und a’b’c’ kongruente 
Figuren, abc Punkte einer Geraden sind, so lehrt der dritte Kernsatz 
in § 13, daB auch a’b’c’ in einer Geraden liegen; wenn also die eine 
von zwei kongruenten Figuren eine gerade Punktreihe ist, so gilt dies 
auch von der andern; und wenn in der einen von zwei kongruenten 
Figuren eine gerade Punktreihe auftritt, so bilden die homologen Punkte 
der andern ebenfalls eine gerade Punktreihe (VI. Kernsatz in § 13). 
Ist in der einen Punktreihe etwa c zwischen a und 0 gelegen, so liegt 
in der homologen Reihe c’ zwischen a’ und 0’ (III. Kernsatz in § 13); 
durch die getrennte Lage zweier Paare der einen Reihe wird demnach 
die getrennte Lage der homologen Paare bedingt. 


Es soll fortan gestattet sein, die Verbindungslinie zweier Punkte 
der einen Figur zugleich mit der Verbindungslinie der homologen Punkte 
der kongruenten Figur in die betreffenden Figuren aufzunehmen, die 
auch nach einer solchen Erweiterung kongruent genannt werden; die 
beiden (eigentlichen) Geraden heiBen homolog. Sooft in der einen Figur 
ein Punkt und eine Gerade aneinanderliegen, gilt dasselbe von den 
homologen Elementen; sooft in der einen Figur zwei Geraden sich in 
einem eigentlichen Punkte schneiden, gilt dasselbe von den homologen 
Geraden, und zwar k6énnen die Durchschnittspunkte als homologe 
Punkte hinzugenommen werden. 

Wenn abcda'b'c'd’ eigentliche Punkte, abcd und a’b'c'd’ kongru- 
ente Figuren, abcd Punkte einer Ebene sind, so miissen auch a’0’c' d’ 
in einer Ebene liegen; denn nach dem 12. Lehrsatze des § 2 haben ent- 
weder die Geraden ad und bc, oder bd und ac, oder cd und ab einen 
eigentlichen Punkt gemein, und das gleiche gilt also von den homologen 
Geraden. Wenn daher die eine von zwei kongruenten Figuren oder ein 
Teil von ihr aus Punkten einer Ebene besteht, so liegen auch die homo- 
logen Punkte der andren Figur in einer Ebene. Wir wollen fortan zu- 
lassen, daB die Ebene dreier (nicht in einer Geraden gelegenen) Punkte 
der einen Figur zugleich mit der Ebene der homologen Punkte zu den 
betreffenden Figuren hinzugerechnet werde; auch nach der Erweiterung 
sollen die Figuren kongruent, die beiden (eigentlichen) Ebenen homolog 
heiBen. Sooft alsdann in der einen Figur ein Punkt und eine Ebene, 
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oder eine Ebene und eine Gerade aneinanderliegen, gilt dasselbe von 
den homologen Elementen; sooft in der einen Figur zwei Ebenen in 
einer eigentlichen Geraden, oder eine Gerade und eine Ebene in einem 
eigentlichen Punkte sich schneiden, erfolgt dasselbe bei den homologen 
Elementen, und zwar k6énnen die Durchschnittslinien und Durch- 
schnittspunkte als homologe Elemente hinzutreten. 

Uberhaupt kommt jede Eigenschaft von Elementen der einen Figur, 
die sich nur auf das Aneinanderliegen der Elemente und die Anordnung 
von Punkten in Geraden bezieht, auch den homologen Elementen der kon- 
gruenten Figuy zu. Insbesondere wenn in der einen Figur zwei Paare 
von Geraden eines eigentlichen Biischels getrennt liegen, so gilt das 
gleiche fiir die homologen Geraden. 

Zu gegebenen kongruenten Figuren, die aus eigentlichen Punkten 
bestehen, konnten eigentliche Geraden und Ebenen, die jene Punkte 
verbinden, hinzugenommen werden. Aber der achte Kernsatz des § 13 
gewahrt auch die Méglichkeit, die Figuren durch beliebige eigentliche 
Punkte und infolgedessen, wie sich zeigen wird, tiberhaupt durch be- 
liebige Elemente zu erweitern. Um nun beurteilen zu kénnen, wieweit 
dabei eine bestimmte Zuordnung von homologen Elementen eintritt, 
miissen einige Satze eingeschaltet werden. 

Wenn fghtk eigentliche Punkte sind, fgh nicht in gerader Linte, so 
sind die Figuren fghi und fghk nicht kongruent. Zam Beweise nehme 
ich auBerhalb der Ebene fg den eigentlichen Punkt / beliebig, von 7 
verschieden ; da die Ebenen /g/, fil, ghl nur den Punkt / gemein haben, 
so wird eine mindestens von ihnen den Punkt 7 nicht enthalten, etwa 
die Ebene fg/. Waren nun die Figuren /ghi und fghk kongruent, so 
kénnte man den eigentlichen Punkt m so angeben, daB fghilund fghkm, 
mithin auch fgh/ und fgim kongruent sind, und da dann {gm so wenig 
wie {gl in einer Ebene liegen, so kénnte (X. Kernsatz in § 13) m von / 
nicht verschieden sein; es waren also die Figuren /g7/ und fgk/ keine 
Planfiguren und dennoch kongruent, im Widerspruch mit demselben 
Kernsatz. 

Wenn abcdfghik eigentliche Punkte sind, abc nicht in gerader Linie, 
abcd und fghi kongruente Figuren, so sind die Figuren abcd und {ghk 
nicht kongruent. Denn es liegen dann auch fgh nicht in gerader Linie; 
waren nun abcd und fghk kongruent, so waren es (VII. Kernsatz in 
§ 13) auch fghi und fghk, im Widerspruch zum vorigen Satze. 

Die aus eigentlichen Punkten bestehenden Figuren abcd, fghi und 
fghk konnen also nur dann untereinander kongruent sein, wenn entweder 
i und k zusammenfallen oder abc in einer Geraden liegen. 

Dies vorangeschickt, seien F und F’ zwei kongruente Figuren, und 
zwar werde vorausgesetzt, daB in der Figur F drei nicht in gerader 
Linie gelegene (eigentliche) Punkte abc vorkommen; die homologen 
Punkte a’b’c’ in der Figur F’ sind dann auch nicht in gerader Linie 
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gelegen. Wird mit d irgendein eigentlicher Punkt (von abc verschieden) 
bezeichnet, so gehért entweder d zur Figur F — und dann sei d’ der 
homologe Punkt der Figur F’ — oder man kann d zu F hinzufiigen 
und F’ um einen eigentlichen Punkt d’ so erweitern, daB wieder kon- 
eruente Figuren entstehen. In beiden Fallen sind die Figuren abcd 
und a’b'c'd’ kongruent; folglich ist d’ durch abcd, a’b’c’ oder durch 
d und die zwischen den Figuren F, F’ gegebene Beziehung (Kongruenz) 
bestimmt. Wenn wir daher sagen: d und d’ sind homologe Punkte bet 
der zwischen F und F’ gegebenen Kongruenz, so ist zu jedem eigentlichen 
Punkte ein und nur ein homologer eigentlicher Punkt vorhanden. Wird 
nun weiter mit g irgendeine eigentliche Gerade bezeichnet, sie mag zur 
Figur F gehéren oder nicht, und sind ef eigentliche Punkte von g, e’/’ 
die homologen Punkte, g’ deren Verbindungslinie, so ist g’ durch g 
vollig bestimmt, und wir sagen: g und g’ sind homologe Geraden bei der 
gegebenen Kongruenz. Wird endlich mit P irgendeine eigentliche Ebene 
bezeichnet, und sind in ihr 7k drei eigentliche Punkte, nicht in gerader 
Linie, h’i’k’ die homologen Punkte, P’ deren Ebene, so ist auch P’ 
durch P bestimmt, und wiv nennen die Ebenen PP’ homolog bei der 
Kongruenz FF’, Vermoge dieser Kongruenz wird also jeder nur aus 
eigentlichen Punkten, Geraden und Ebenen bestehenden Figur eine 
vollig bestimmte Figur, namlich die aus den homologen Elementen zu- 
sammengesetzte, als homologe entsprechen, und je zwei homologe Fi- 
guren werden kongruent sein. Zur Begriindung eines solchen Ent- 
sprechens sind zwei kongruente Figuren von der Beschaffenheit wie 
abc und a’b'c’ geniigend. 

Aber das Entsprechen bleibt nicht auf eigentliche Elemente be- 
schrankt. Es sei d ein beliebiger Punkt; man wahle irgend zwei durch 
ihn gehende eigentliche Geraden Jm, bestimme die homologen Geraden 
I’m’ und bezeichne den Punkt /’m’ mit d’. Dann ist unter Festhaltung 
der Kongruenz F F’ der Punkt d’ durch d bestimmt, da zu einem Strahlen- 
biindel als homologe Figur ein Strahlenbiindel gehért. Wir nennen d 
und d’ homologe Punkte; es ist dann jedem Punkte ein und nur ein 
homologer Punkt zuzuordnen, und wenn der eine von zwei solchen 
Punkten ein eigentlicher Punkt ist, so ist es auch der andere. 


Wird jetzt in einer eigentlichen Geraden oder Ebene ein beliebiger 
Punkt angenommen, so liegt der homologe Punkt in der homologen 
Geraden oder Ebene. Punkten auf einer beliebigen Geraden oder auf 
einer beliebigen Ebene entsprechen ebensolche Punkte. Getrennten 
Punktpaaren auf einer Geraden entsprechen ebensolche Punktpaare. 


Somit unterliegt es keiner Schwierigkeit, auch jeder Geraden eine 
bestimmte homologe Gerade und jeder Ebene eine bestimmte homologe 
Ebene zuzuordnen. Dadurch aber erhalt man zu jeder (aus beliebigen 
Punkten, Geraden und Ebenen bestehenden) Figur eine bestimmte 
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homologe Figur, und wenn wir je zwei solche Figuren kongruent nennen, 
so gelten folgende Satze: 

1. Kongruente Figuren haben alle graphischen Eigenschaften gemein. 

2. Wenn zwei Figuren kongruent sind, so sind auch ihre homologen 
Teile kongruent. 

Jede Figur ist sich selbst kongruent. Zwei Punkte werden zu den 
einander kongruenten Figuren gerechnet. 

3. Wenn zwei Figuren einer dritten kongruent sind, so sind sie ein- 
ander kongruent. 

Sobald also in der einen von zwei kongruenten Figuren kongruente 
Teile vorkommen, so sind auch die homologen Teile der andern Figur 
kongruent. 

4. Bei kongruenten Figuren ist jedem eigentlichen Punkte der einen 
ein eigentlicher Punkt der andern zugeordnet, mithin jedem eigentlichen 
Elemente der einen ein eigentliches der andern. 

5. Wird von zwei kongruenten Figuren die eine um beliebige Ele- 
mente erweitert, so kann man die andere so erweitern, da8 wieder 
kongruente Figuren entstehen. 

Auch eine solche Erweiterung werden wir zu den ,,Konstruktionen“ 
rechnen. 

6. Haben zwei kongruente Figuren drei eigentliche Punkte, die nicht 
in einer Geraden liegen, entsprechend gemein, so haben sie alle Elemente 
entsprechend gemein. 

7. Haben zwei kongruente gerade Punktreihen zwei eigentliche 
Punkte entsprechend gemein, so haben sie alle Punkte entsprechend 
gemein. 

Beweis. — Es seien cc’ zwei homologe beliebige Punkte in kon- 
gruenten geraden Punktreihen, welche die eigentlichen Punkte ad ent- 
sprechend gemein haben, ferner d der vierte harmonische Punkt zu 
abc, d’ der homologe Punkt, also auch abc’d’ harmonisch. Ist ¢ ein 
eigentlicher Punkt zwischen a und 8, also im Schenkel ad, so liegt 
auch c’ im Schenkel ab und ist mithin von c nicht verschieden. Bei 
anderer Lage von c ist d ein eigentlicher Punkt zwischen a und 6 und 
fallt demnach mit d’ zusammen, so daB wieder c und c’ zusammenfallen. 

Der erste, vierte und fiinfte') Kernsatz des § 13 sind bisher noch 
nicht zur Anwendung gekommen. Nach dem ersten Kernsatze sind die 
Figuren A B und BA, wo A und B eigentliche Punkte bedeuten sollen, 
kongruent. Die Strecke AB kann also iiber B hinaus bis zum eigent- 

lichen PunkteC derart verlangert werden, 
a e C daB BA und BC, mithin AB, BA, BC 
: ‘i * und CB kongruente Figuren sind. Als- 
dann wird B die Mitte der Strecke AC (oder CA) genannt, und kein 


1) Der vierte wird in § 15, der fiinfte in § 19 gebraucht. 
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anderer eigentlicher Punkt ) der Geraden AC besitzt die Eigenschatft, 
kongruente Strecken b.A und bC zu liefern. In der Tat sind die Figuren 
AC und CA kongruent, und man kann B’ angeben, so daB ACB und 
CAB’ kongruent sind; dann ist aber B’ mit B im Schenkel AC ge- 
legen und A B’ mit A B kongruent, B’ fallt mit B zusammen. Also sind 
die Figuren A BC und CBA kongruent. Waren noch die Strecken bA 
und bC kongruent, also 6 in der Strecke AC gelegen, so waren auch die 
Figuren ABCOb und CBAb kongruent, im Widerspruch mit Satz 7. 
Wenn wir aber unter D den vierten harmonischen Punkt zu AC B ver- 
stehen und D’ so einfiihren, da8 AC BD und CA BD" kongruent sind, 
so muB das Gebilde CA BD’ harmonisch, D’ mit D identisch und 
ABCD mit CBAD kongruent sein. Man schlieBt daraus, daB D kein 
eigentlicher Punkt sein kann. Sucht man zu beiden Endpunkten und 
der Mitte einer Strecke den vierten harmonischen Punkt, so wird man 
zu einem uneigentlichen Punkte gefiihrt. 

In jeder Strecke fg ist eine Mitte vorhanden, deren Konstruktion sich 
aus den bisherigen Satzen ergibt. Wird namlich auBerhalb der Geraden fg 
ein eigentlicher Punkt c beliebig an- 
genommen, so gibtesin der Ebene c/g 
einen bestimmten eigentlichen Punkt 
d, der mit c auf derselben Seite der 
Geraden fg liegt und kongruente 
Figuren fgc und gfd liefert; bei 
geeigneter Wahl des Punktes c wird 

Abb. 38. d von c_verschieden ausfallen. 

Die Kongruenz, bei der sjg.e¢/,,cd 

Paare von homologen Punkten sind, laBt sich auf jedes andere Element 
und zwar nur in bestimmter Weise ausdehnen. Die Ebene cfg und die 
Gerade fg entsprechen sich selbst. Sollen demnach dd’ homologe Punkte 
sein, also die Figuren fgc, g/d, gd’ kongruent, so muB d’ in der Ebene 
cfg liegen, aber d und d@’ (mithin c und d’) nicht auf verschiedenen 
Seiten der Geraden fg, d.h. es miissen c und d’ zusammenfallen. Wir 
haben somit noch de als homologe Punkte, cf dg, dg cf, cg df, df cg 
als Paare von homologen Geraden, wahrend die Gerade cd sich selbst 
entspricht. Da die Schenkel fc und /d auf derselben Seite der Geraden 
fg liegen, so liegt entweder der Schenkel fd zwischen den Schenkeln 
fe und fg oder (der Schenkel fc zwischen den Schenkeln fd und fg und 
im letzteren Falle) der Schenkel gd zwischen den Schenkeln gc und gf. 
Es mag das erstere zutreffen; dann schneiden sich cg und df in einem 
eigentlichen Punkte a, der sich selbst entspricht und zu den Strecken 
cg und df gehort; zugleich ist ersichtlich, daB die Schenkel fd und fg 
auf derselben Seite der Geraden cf liegen. Bisher sind nur eigentliche 
Elemente vorgekommen; die Geraden cf und dg haben jedoch einen 
Punkt 6 gemein, der kein eigentlicher zu sein braucht. Der Punkt } 
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und mithin die Gerade ab entsprechen sich selbst. Es befinden sich 
d und 7 auf verschiedenen Seiten dieser Geraden, d und g auf der- 
selben Seite, also / und g auf verschiedenen Seiten; folglich begegnen 
sich ab und fg in einem eigentlichen Punkte #. Auch dieser Punkt ist 
sich selbst homolog; also ist er die Mitte der Strecke fg. 

Noch ein sich selbst homologer Punkt in der Geraden /g ist vorhanden, 
aber ein uneigentlicher Punkt, namlich der Durchschnittspunkt k der Ge- 
raden cd und /g, der vierte harmonische Punkt zu fgh. In der Geraden 
ab entspricht jeder Punkt sich selbst. AuBer dem Punkte k und den 
Punkten der Geraden ab treten keine sich selbst homologen Punkte auf. 

Die Punkte /g werden durch 4k harmonisch getrennt. Werden sie 
durch uv ebenfalls harmonisch getrennt, und gehért etwa v zur Strecke 
fg, so werden entweder fk durch gu oder gk durch fu getrennt. Wenn 
fk und gw getrennt liegen, so sind (§ 11 Seite 84) auch fA durch gv 
getrennt, d.h. v ist ein Punkt der Strecke f/; alsdann gehért der homo- 
loge Punkt wv’ zur Strecke gh, und ein Teil (§ 1, Definition 1 und Lehr- 
satz 2) der Strecke gv, namlich gv’, ist fv kongruent. Wenn die eigent- 
lichen Punkte fguv harmonisch sind, f zwischen u und g gelegen, so ist 
die Strecke fv kleiner als gv. 

Von zwei Strecken hei8t namlich die eine kleiner als die andere, 
wenn jene einem Teile von dieser kongruent ist. In einer Geraden 
seien die Strecken ab und cd kongruent, c zwischen a und 6 gelegen, 

d etwa im Schenkel cb, und es werde 

der eigentliche Punkt c’ bestimmt, 
| | o. * der kongruente Figuren abc und dcc’ 

liefert; dann sind die Strecken cb und 
cc’ kongruent, c’ liegt zwischen c und d, also im Schenkel cb; folg- 
lich fallt 6 mit c’ zusammen, zwischen c und d. Damit ist bewiesen, 
daB keine Strecke einem ihrer Teile kongruent ist. Sind also zwei 
Strecken ab und cd beliebig gegeben, so ist ab entweder cd kongruent, 
oder kleiner als cd (cd gréfer als ab), oder groBer als cd, und zwar 
schlieBt jede dieser Méglichkeiten die beiden anderen aus. 

Wenn die Strecke I kleiner oder groBer ist als die Strecke II, so 
ist sie auch kleiner bzw. groBer als jede mit II kongruente Strecke. 
Wenn die Strecke I kleiner ist als die Strecke II, diese kleiner als die 
Strecke III, so ist I kleiner als III. Wenn die Strecke I aus den Teilen 1 
und 2, die Strecke II aus den Teilen 3 und 4 besteht, und es ist | kleiner 
als 3, 2 nicht gréBer als 4, so ist I kleiner als II. 


$15. Herleitung einiger graphischen Satze. 


Die Lehre von den kongruenten Figuren wollen wir zunachst be- 
nutzen, um die Stammsatze der projektiven Geometrie zu vervoll- 
standigen. Dabei mu8 wieder die Bestimmung festgehalten werden, 
‘ wonach alle in die Betrachtung eingehenden Elemente eine Figur bilden. 
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In einer Geraden seien vier eigentliche Punkte A B)B,P gegeben, 
B, zwischen A und P, By zwischen A und B,. Aus A By) B, werden 
neue Punkte B,B,B, ... durch Konstruktion gewonnen, und zwar 
sollen A B, By B,, AB, B, Bs, A B;B,B,, ... harmonische Gebilde sein. 
Ferner werde die Strecke ByB, um die kongruente Strecke B,C, ver- 
langert, diese um die kongruente Strecke C,C;, diese um die kongruente 
Strecke C,C, usf. Wenn B, zur Strecke AP gehért (also zur Strecke 
B,P), so ist B, By gréBer als ByB,, d.i. groBer als B,C,, also A By 

CxO, C10sCe 


A BoB, BoBs Bg ; ; By P Busy 


groBer als AC,. Wenn auch B, zur Strecke A P gehort (also zur Strecke 
B,P), so ist B, Bg groBer als B, B,, mithin groBer als C,C3, also A Bg 
groBer als AC,. Wenn auch B, zur Strecke A P gehort (also zur Strecke 
B,P), so ist B, B, groBer als B, Bz, mithin gréBer als C3C,, also A By, 
groBer als AC,, usf. Nun gibt es (IV. Kernsatz in § 13) in der Reihe 


der" Strecken “B, Cy), C,; 2. eine tbestinimter 64,5, diem den 
Punkt P enthalt (notigenfalls ist B, fiir C, zu nehmen). Folglich gibt 
es in der Reihe der Punkte B,B,B,... einen bestimmten B,,,, dem 


nur Punkte der Strecke A P vorangehen, wahrend er selbst zur Strecke 
AP nicht gehért; B, fallt dann entweder mit P zusammen oder wird 
von 6B,,, durch A und P getrennt. 

Diese Betrachtung 1a8t sich derart verallgemeinern, daB sie in jeder 
Geraden méglich wird. Sind Ab, B, beliebige Punkte in einer Ge- 
raden, so ]aBt sich aus ihnen eine gewisse Reihe von Punkten Bb, B,B,.. . 
durch Konstruktion gewinnen; es sollen namlich A B, 5) B,, AB, B, Bs, 
AB,B,B,, ... harmonische Gebilde sein. Auf eine solche Figur mag 
der Ausdruck Netz*) angewendet werden, und zwar wollen wir B, den 
ersten Punkt des Netzes nennen, B, den zweiten usw., A den Grenz- 
punkt, By den Nullpunkt. Das Netz ist durch seinen Grenzpunkt, Null- 
punkt und ersten Punkt bestimmt, so da8 es erlaubt sein wird, vom 
,»Netze A By B,“ za sprechen. — Da bei ausgeschlossenem A der Punkt 
B, zwischen By und B,, B, zwischen B, und B;, B, zwischen B, und 
B, usw., folglich B, und B, zwischen By und B;, B, und By zwischen 
B, und By, B,B,B; zwischen By und By, tiberhaupt B,B,... Bj, 
zwischen By und B, liegen, so kann B, mit keinem der Punkte A By B, 

. B,_, zasammenfallen. Die Punkte des Netzes sind vom Grenzpunkte 
und voneinander verschieden. 

Wird eine gerade Punktrethe A By B,B, nach abyb,b; projiziert, und 
ist B, der A*° Punkt des Netzes AB, es so ist debe b, der Me Punkt 
des Netzes abyb,. 


1) Im Anschlu8 an A. F. Mébius, Der baryzentrische Calcul 1827 (Gesammelte 
Werke, Bd. 1, 1885), 2. Abschnitt, 6. Kapitel. 
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Wir koénnen dies anwenden, wenn in einer Geraden / drei Punkte 
AB B,, gegeben sind und B, so gesucht wird, daB B,, sich als nte™ Punkt 
des Netzes A ByB, ergibt. Durch A wird die Gerade g beliebig gezogen, 
in ihr der Punkt «, in der Ge- 
raden Box der Punkt P, ange- 
nommen, P,, als n‘** Punkt des 
Netzes « By P,konstruiert, B, aus 


P,, auf g nach f und endlich f aus P, auf f nach B, projiziert; B, ist 
eindeutig bestimmt. 

Ist in der Geraden / auBerdem noch C, gegeben und C, so gesucht, 
daB der n** Punkt des Netzes A ByC, nach C, fallt, so projiziere man 


Abb. 41. (Zu Seite 110). 


C, aus P, auf g nach y, und y aus P, auf / nach C,. Man bemerkt dann 
noch, daB sich A By B, C, aus P, nach AaBy, diese aus P, nach A By B,C, 
projizieren. Werden also AC, durch ByB,, getrennt, so werden auch AC, 
durch By B, getrennt. 

Es seien jetzt (Abb. 40) vier beliebige Punkte AB) B,P in einer 
Geraden / angenommen, und zwar A 6, durch B)P getrennt. Man 
kann sie stets aus einem eigentlichen Punkte S nach eigentlichen 
Punkten ab)b,p derart projizieren, daB 6, zwischen a und #, by 
zwischen a und }, zu liegen kommt, und alsdann die positive ganze 
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Zahl n so angeben, daB der n'* Punkt 6, des Netzes abyb, entweder 
mit p zusammenfallt oder vom (m + 1)" 6,,, durch a und # getrennt 
wird. Werden 6, und b,,, aus S auf die Gerade A P nach B, und B,,,, 
projiziert, so ist B, der n, B,, der (m + 1) Punkt des Netzes A By By. 

Werden in einer Geraden die Punkte AB, durch ByP getrennt, so 
kann man die positive ganze Zahl n so angeben, daB der n'* Punkt des 
Netzes A By B, entweder mit P zusammenfallt oder vom (n + 1)" durch 
A und P getrennt wird. Es werden dann auch By B,,,, durch A P getrennt. 

Dies ist ein graphisches Theorem, bei dessen Beweise der Begriff 
der Kongruenz benutzt worden ist. Indem wir es mit anderen, und zwar 
nur mit graphischen Theoremen verbinden, gelangen wir zu den graphi- 
schen Satzen, um die es sich jetzt noch handelt. 

Zuerst werde (Abb. 41) die Konstruktion des Netzes A By B, in der 
Geraden / naher erértert. Durch A ziehen wir eine Gerade g und 
nehmen den Punkt P in der Ebene fg beliebig, auBerhalb / und g. 
Aus P mogen B,B, auf g nach CyC, projiziert werden, die Geraden 
AP und B,Cy mogen sich in Q begegnen, und aus Q werde C, auf / 
nach B, projiziert; dann sind die Punkte AB, By) B, harmonisch, also 
B, der zweite Punkt des Netzes A B,)B,. Wird B, aus P auf g nach 
C,, sodann C, aus Q auf / nach By, projiziert, so ist B, der dritte 
Punkt des Netzes. Wenn iiberhaupt 6,, der ne Punkt des Netzes 
AB,B,, aus Pauf g nach C,,, sodann C,, aus Q auf f nach B,,,, projiziert 
wird, so ist B,., der (wn + 1)" Punkt. 

Der Durchschnittspunkt der Geraden C, B, und C, 5, werde mit R, 
der der Geraden f und PR mit M bezeichnet. Da A5,B,B, und 
AC,C,Cy harmonische Gebilde sind, so wird B; aus FR auf g nach Cy 
projiziert, d.h. die Gerade CyB, geht durch R. Da AB,B,B, und 
AC,C,C; harmonische Gebilde sind, so geht die Gerade ByCy ebenfalls 
durch R. Folglich werden nicht bloB die Punkte B, B,, sondern auch 
die Punkte B)B, durch AM harmonisch getrennt. Zu den Punkten 
B,B,A und B,B,A gehoért derselbe vierte harmonische Punkt. 

Hieran mag die Erklarung eines allgemeineren Begriffes angekniipft 
werden, auf den der des Netzes sich zuriickfiihren 1l4Bt. Wenn namlich 
Abcb'c’ Punkte in einer Geraden sind und zu bc’A derselbe vierte 
harmonische Punkt M wie zu cb’ A gehért, so will ich sagen, die Paare 
bc und 0b'c’ seien dguivalent fiir den Grenzpunkt A. Dabei sollen bcd’ c’ 
von A verschieden sein; dagegen brauchen sie nicht unter sich ver- 
schieden zu sein, und zwar ist, wenn b’ mit c zusammenfallt, c fiir 
zu nehmen, ebenso 0, wenn c’ mit b zusammenfallt. — Sind bc und b'c’ 
fir wegendeinen Punkt aquivalent, so werden be’ durch cb’ nicht getrennt 
(§ 11 Seite 84). 

Bei Festhaltung des Grenzpunktes folgt sofort: Jedes Paar bc ist 
sich selbst aquivalent; sind die Paare bc und b’c’ aquivalent, so sind 
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es auch b’c’ und bc, cb und c’b’, bb’ und cc’ usw.; und wenn dann } mit c 
zusammenfallt, so kann auch 0’ nicht von c’ verschieden sein. 

Der Begriff der aquivalenten Paare la8t sich, ebenso wie der des 
Netzes, auf Strahlenbiischel und Ebenenbiischel iitbertragen. Beides 
sind graphische Begriffe und sich selbst reziprok. Wenn sie in der 
einen von zwei perspektiven Figuren anwendbar sind, so lassen sie sich 
auch auf die homologen Elemente der andern Figur anwenden. 

Es seien in einer Geraden f/ die Paare bc und 06’c’ aquivalent fiir 
den Grenzpunkt A, d.h. ein Punkt M vierter harmonischer Punkt zu 
bc’ A und cb’A (oder M mit c identisch, wenn 0’ in c fallt usw.). Durch 


A werde noch eine Gerade g gezogen, der Punkt P in der Ebene fg 
auBerhalb f und g angenommen, bcb’c’M aus P auf g nach fyf'y’u 
projiziert und endlich der vierte harmonische Punkt zu MuP mit R 
bezeichnet. Alsdann miissen by’ und fc’, ebenso cf’ und b’y im Punkte R 
sich begegnen. Schneiden sich nun die Geraden 0’6 und c’y (voraus- 
gesetzt, daB sie verschieden sind) in Q, so sind die Strahlen /, g, Ak, AQ 
harmonisch. aber auch die Strahlen /, g, AR, AP, also AP und AQ 
identisch. Demnach haben die Geraden 0’6 und c’y stets einen Punkt Q 
der Geraden AP miteinander gemein. 

Hieraus ergibt sich zunachst, daB Abdcb’c’ durch wiederholte Pro- 
jektion nach Ac’b’cb itbergefithrt werden kénnen; es werden Abcb'c’ 
aus P nach Afyf’y’, diese aus R nach Ac’d’cb projiziert. Sind also 
in einer Geraden die Paare bc und b'c’ dquivalent fiir den Grenzpunkt A, 
und werden bc’ durch Ab’ getrennt, so werden bc’ auch durch Ac getrennt. 
AuBerdem erhalten wir folgende Konstruktion des Punktes c’, wenn in 
einer Geraden f/ die Punkte Abcb’ gegeben sind und die Paare bc, b’c’ 
fiir A aquivalent werden sollen. Man ziehe namlich durch A noch eine 
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Gerade g, nehme in der Ebene fg den Punkt P auferhalb f und g be- 
liebig, projiziere bc aus P auf g nach By, B aus 0’ auf A P nach Q, end- 
lich y aus Q auf f nach c’. Der Punkt c’ ist somit stets vorhanden und 
vollig bestimmt. 

Treten nun in der Geraden f noch die Punkte d und d’ so hinzu, 
daB auch die Paare cd und c’d’ fiir A A4quivalent sind, so begegnen sich 
die Strahlen Pd und Qd’ auf der Geraden g, etwa in 6, und folglich 
sind auch die Paare bd und 6’d’ aquivalent. Aus P werden A bcd nach 
ABy6, diese aus Q nach Ab’c’d’ projiziert. Wenn also in einer Geraden 
die Paare bc und b'c' fiir den Grenzpunkt A dquivalent sind, ebenso 
die Paare cd und c'd', so sind es auch die Paare bd und 6’ a’; man kann 
dann A bcd durch wiederholte Projektion nach A b’c'd’ iiberfihren, wnd 
wenn bc durch Ad getrennt werden, so werden auch b'c' durch Ad’ ge- 
trennt. 

Sind in einer Geraden f die Paare be und b'c' dquivalent fiir den 
Grenzpunkt A, ebenso die Paare bc und b,c,, so sind es auch die Paare 
b’c’ und b,c,. Denn zieht man durch A die Gerade g beliebig, nimmt 
den Punkt P in der Ebene fg (au8erhalb / und g) und projiziert bc 
aus P auf g nach fy, so treffen sich die Strahlen 6’6 und c’y in einem 
Punkte Q der Geraden AP, ebenso die Strahlen 0,6 und c,y in einem 
Punkte S dieser Geraden: Daraus folgt unmittelbar die Behauptung. 

Auf den Begriff der Aquivalenz laBt sich der des Netzes folgender- 
maen zuriickfithren. Wahlen wir z. B. ein Netz in einer Geraden, 
A als Grenzpunkt, By als Nullpunkt, B, als ersten Punkt; nennen wir 
B, den zweiten Punkt usw. Dann sind B)b, und B, B, aquivalente 
Paare fiir A, ebenso B, B, und B,B, usw. Dadurch werden die Punkte 
B,B,... unter Festhaltung von AB, B, vollkommen bestimmt. Nach 
dem vorigen Satze sind die Paare B, B,,, und B, B,,,, aquivalent fir 
den Grenzpunkt A, wenn A und yw beliebige (nicht negative) ganze 
Zahlen sind. 

Die vorstehenden Satze sind gesammelt worden, um einen zur Be- 
griindung der projektiven Geometrie unentbehrlichen Satz zu beweisen. 
Die Frage, um die es sich handelt, tritt auf, wenn vier Punkte A BCD 
in einer Geraden wiederholt projiziert werden, bis man in jene Ge- 
rade zuriickgelangt. Es kann dabei vorkommen, daB die letzten Pro- 
jektionen von drei gegebenen Punkten mit diesen selbst zusammen- 
fallen; dann gilt vom vierten Punkte dasselbe, wie jetzt bewiesen 
werden soll. 

Ich setze also voraus, daB ABCD durch wiederholte Projektion 
nach ABCE ibergefithrt worden sind, und habe zu zeigen, daB D 
mit & zusammenfallt. 

Zu dem Ende werde die Annahmé, da8B D von E verschieden sei, 
gepruft. Bei geeigneter Bezeichnungsweise werden AC durch BD und 
mithin auch durch BE getrennt. Bei ausgeschlossenem B liegen dann 
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D und E zwischen A und C, folglich entweder D zwischen A und E 
F Cy Cy Cy44 


A B fon Oo by ig: r= D 
oder E zwischen A und D; es mag das letztere stattfinden, d.h. AD 
durch BE getrennt sein, folglich auch AD und BD durch CE. Man 
mache nun das Paar B B, dem Paare DE fiir den Grenzpunkt A aquiva- 
lent; dann sind BE durch A B, getrennt, aber A B nicht durch B,C. 
Konstruiert man also das Netz A BB,, so gelangt man jedentalls zu 
einem Punkte B, (w ist eine positive ganze Zahl und kann 1 sein), der 
von B durch AC getrennt wird; man kann dann weiter den Punkt C, 
so bestimmen, daB C als n‘* Punkt des Netzes A BC, herauskommt 
(C, kann mit C zusammenfallen); dabei werden AC, durch BB, ge- 
trennt, ferner (wenn C von C, verschieden) AC, durch BC, folglich 
jedenfalls auch AC, durch BD. Jetzt werde das Netz ABC, ver- 
folgt, bis einer seiner Punkte C, mit D zusammenfallt oder von 
Ci4, durch A und D getrennt wird, wobei die Paare BC, und C, C;,, 
fiir den Grenzpunkt A aquivalent sind; endlich mache man fiir den- 
selben Grenzpunkt die Paare BF und GC, dem Paare C; D aquivalent. 
‘(Ist C, nicht von D verschieden, so fallt F mit B, G mit C, zusammen.) 
Wie die vorangeschickten Satze lehren, sind auch die Paare FC, und 
DC,,, aquivalent, ferner BG und FC,, folglich BG und DC,,,; wber- 
dies werden (wenn C, von D verschieden) BC, durch AF und mithin 
durch AG getrennt; folglich jedenfalls BB, durch AG und weiter DE 
durch AC,,,. Daraus folgt aber, daB AD durch BC,,,, AC,,, durch 
BE getrennt werden. Wenn man nun die Projektionen, denen nach 
unserer Voraussetzung die Punkte A BCD unterworfen wurden, auf das 
Gebilde ABCDC,C,,, ausdehnt, so gelangt man in die gegebene 
Gerade zuriick, und zwar entsprechen die Punkte ABC sich selbst, 
demnach auch die Punkte C,C,,,, wahrend D als von dem entsprechen- 
den Punkte E verschieden angenommen war. Der Annahme zufolge 
wiirden daher BC,,,, die nach dem Vorigen durch A D getrennt werden, 
auch durch AE und zugleich AC, ,, durch BE getrennt werden, woraus 
sich die Unzulassigkeit der Annahme ergibt. 

Das vorstehende Beweisverfahren laBt sich leicht auch auf folgenden 
Satz anwenden: Wenn die Gebilde ABCD und ABCE je aus vier ver- 
schiedenen Elementen einer Punktreihe oder eines Strahlenbiischels oder 
eines Ebenenbiischels bestehen und alle graphischen Eigenschaften gemeim 
haben, so fallt D mt E zusammen. 

Drei Punkte A BC, die in einer Geraden beliebig gegeben sind, kénnen 
allemal nach drei Punkten apy, die in derselben oder in einer andern 
Geraden beliebig gegeben sind, durch ein- oder mehrmalige Projektion iiber- 
tragen werden. Sind namlich die Geraden A B und «f voneinander ver- 
schieden, aber A BC und «fy nicht perspektiv, auch etwa « nicht in 
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AB gelegen, so ziche man durch « eine Gerade, die AB schneidet 
(nicht in A), und projiziere A BC aus einem Punkte der Ax auf diese 
Gerade nach «B’C’; die Punktreihen « B’C’ und afy sind alsdann 

5 perspektiv. Fallen die Geraden A B und «f 
zusammen, und ist abc irgendeine Projektion 
von ABC, so kann man von abc zu apy 
durch eine oder zwei Projektionen gelangen. 

Wenn A BCD wier verschiedene Punkte in 
einer Geraden sind, ebenso aByd, und die Ge- 
bilde ABCD und aBy6 haben alle graphischen 
Eigenschaften gemein, so kann man von einem 
zum andern durch eine oder mehrere Projek- 
tionen gelangen. Denn die Punkte «fy kann 
man durch ein- oder mehrmalige Projektion 
nach ABC iberfithren. Wendet man die- 
selben Projektionen zugleich auf 6 an, so mag 
sich E ergeben. Ware nun D von E£ verschieden, so kénnte man C, und 
C4, wie vorhin konstruieren ; es ware C der nt, C,,, der (A + 1) Punkt 
des Netzes ABC,, BC,,, durch AD, AC,,, durch BE getrennt. Man 
filhre noch y, und y,,, derart ein, daB y der ne und y;,, der (A + 1) 
Punkt des Netzes «Py, wird; es waren dann fy,,, durch «6 getrennt, 
folglich auch BC,,, durch AE, zugleich nach obigem AC,,, durch BE, 
was unmoglich ist. 

Die Umkehrung dieses Satzes wird im 17. Paragraphen bewiesen 
werden. — 

Uber die Frage ob die neu erlangten graphischen Satze auch ohne 
den Begriff der Kongruenz bewiesen werden kénnen, sei folgendes be- 
merkt. Wir haben die Eigenschaften der kongruenten Figuren benutzt, 
um den Satz zu beweisen: Sind in einer Geraden die eigentlichen Punkte 
A B,B,P gegeben, B, zwischen A und P, By zwischen A und B,, so 
kann man die positive ganze Zahl A so angeben, daB dem (A + 1)ten 
Punkte des Netzes AB,B, nur Punkte der Strecke AP vorangehen, 
wahrend er selbst zur Strecke AP nicht gehdért. Man k6énnte diesen 
Satz unabhangig vom Begriff der Kongruenz herstellen, wenn man sich 
auf einen Kernsatz von folgendem Inhalte stiitzen wollte: 

, kann man in einer geraden Strecke 4 B Punkte A,A,A,... in 
unbegrenzter Anzahl so herstellen, daB A, zwischen A und B, Ag, zwi- 
schen A, und B, A, zwischen A, und B liegt usw., so gibt es in jener 
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A Asn Aedes 6 B 
Strecke einen Punkt C (der mit B zusammenfallen kann) derart, daB, 
wie auch der Punkt D in der Geraden A B zwischen A und C gelegen 
sein mag, nicht alle Punkte der Reihe A,A,A, ... sich zwischen A 
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und D befinden, wahrend zwischen B und C sich kein Punkt der Reihe 
befindet.‘‘‘ 

Nehmen wir in der Tat die eigentlichen Punkte A B,B, P in einer 
Geraden, B, zwischen A und P, By zwischen A und B,, und konstruieren 
das Netz AB)B,. Es liegt By zwischen A und P, B, zwischen B, 
und P. Waren die Punkte B,B,...des Netzes A By) B, samtlich Punkte 

e == e e e e e e@ 

A Be B, D Be C PL 
der Strecke AP, so lage auch B, zwischen B, und P, Bz zwischen By 
und P usw., und es ware in der Strecke AP ein Punkt C (der 
mit P zusammenfallen kann) vorhanden, derart, daB, wie auch der 
Punkt D in der Geraden A P zwischen A und C gelegen sein mag, nicht 
alle Punkte des Netzes zwischen A und D liegen, wahrend zwischen 
C und P sich kein Punkt des Netzes befindet; den Punkt D kann ich 
so wahlen, da8 aquivalente Paare CD und B, By, fiir den Grenzpunkt A 
entstehen, wobei C By durch A B,, mithin auch durch A D getrennt, d.h. 
D zwischen By, und C gelegen ware. Zwischen C und D kénnte man zwei 
aufeinanderfolgende Punkte B, und B,,,, des Netzes A By B, annehmen; 
die Paare By B, und B, B,.,, waren aquivalent fiir den Grenzpunkt A, 
ebenso 6) B, und DC, folglich auch DC und B,,5B,,,; ferner waren 
DB, durch AB, getrennt, folglich auch durch AC, d.h. C zwischen 
D und B,,,, gelegen, wahrend doch B,,,, zwischen C und D liegen sollte. 

Das Axiom, das F’. Klein*) zur Ausfillung der Liicke in Staudis Be- 
griundung der Projektivitat benutzt?), kommt auf den eben formulierten 
Satz hinaus. Diesen als Kernsatz anzunehmen, stiinde nicht im Einklang 
mit den hier vertretenen Anschauungen. Denn abgesehen davon, daB 
eine Beobachtung sich iberhaupt nicht auf unendlich viele Dinge be- 
ziehen kann, ist die Aufstellung jenes Satzes von unserem Standpunkte 
aus auch deshalb noch nicht zulassig, weil wir (vgl. Seite 16) in einer 
Strecke nicht unendlich viele Punkte annehmen diirfen, ohne dem Sinne 
des Wortes ,,Punkt“‘ eine weitere als die bisherige Ausdehnung zu geben 
und uns mithin von seiner urspriinglichen Bedeutung noch mehr zu ent- 
fernen. Eine solche Ausdehnung wird erforderlich, wenn man die Punkte 
der Geraden in vollstandige Analogie mit den Gliedern der aus den 
rationalen und irrationalen reellen Zahlen bestehenden Reihe bringen 
will; sie erfolgt dann durch eine geeignete Definition, an die sich jener 
Satz als Lehrsatz anschlieBt?*). 
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In § 12 haben wir gesehen- daB alle graphischen Satze, die auf dem 
damaligen Standpunkt tiberhaupt erreichbar waren, sich aus den graphi- 


1) Mathem. Ann., Bd. 6, S. 136. 1873; Bd. 7, S. 532. 1874. 
2) Staudt: Geometrie der Lage. S. 50. 1847. 
3) Siehe unten § 23. 
gx 


116 § 16. Projektive einférmige Gebilde. 


schen Satzen der §§ 7—9 herleiten lassen. Fiir den dadurch abgegrenzten 
Teil der graphischen Geometrie konnten wir die drei Reziprozitats- 
gesetze aus dem Umstande folgern, da die Worte ,, Punkt” und ,,Ebene“‘ 
in den Stammsatzen vertauscht werden diirfen. 

Uber dieses Gebiet hat der vorige Paragraph hinausgefiihrt und ge- 
stattet uns, zwei weitere Satze zu jener Gruppe hinzuzufiigen, namlich: 
Werden in einer Geraden die Punkte AB, durch By)P getrennt, so 
kann man die positive ganze Zahl m so angeben, da der ute Punkt des 
Netzes AB,B, entweder mit P zusammenfallt oder vom (nm + I)ten 
durch A und P getrennt wird; und: Werden in einem Ebenenbiischel 
die Ebenen A B, durch ByP getrennt, so kann man die positive ganze 
Zahl n so angeben, daB die nte Ebene des Netzes AB) B, entweder 
mit P zusammenfallt oder von der (wm + 1)*". durch A-—und P 
getrennt wird. Die erweiterte Gruppe behalt die Eigenschaft, daB 
»Punkt’ und ,,Ebene‘‘ vertauschbar sind, und da wir im folgenden 
die graphische Geometrie nicht weiter fithren werden, als dies mit Hilfe 
der so vermehrten Stammsatze geschehen kann, so ist fiiv unsere Zwecke 
die Reziprozitat zwischen den Punkten und Ebenen schon jetzt geniigend 
evwiesen, mithin auch die Reziprozitat zwischen den Punkten und Ge- 
raden an einer Ebene und zwischen den Geraden und Ebenen an einem 
Punkte. Die drei Dualitatsgesetze lassen sich also ohne weiteres auf 
alle graphischen Satze des vorigen Paragraphen anwenden; doch ist es 
tiberfliissig, die sich ergebenden reziproken Satze noch besonders an- 
zufithren. — 

Wir haben zuletzt gerade Punktreihen betrachtet, die durch Pro- 
jektionen ineinander tibergehen. Wenn man von einer Punktreihe durch 
eine oder mehrere Projektionen zu einer andern gelangt, so heiBen die 
beiden Punktreihen projektiv. Folgende Satze kénnen wir jetzt un- 
mittelbar aussprechen. 

Sind die Punktrethen abcd und a'b'c'd' projektiv, ab durch cd ge- 
trennt, so sind a’b’ durch c'd’ getrennt. 

Sind die Punktreihen abcd und abce projektiv, so fallen d und e 
zusammen. 

Die Elemente der einen von zwei projektiven Reihen darf man be- 
liebig anordnen ; aber durch die Anordnung, die man in der einen Reihe 
trifft, wird im allgemeinen die in der andern zu treffende bestimmt. 
Wenn zwei Punktrethen aus gleichvielen, aber hichstens je drei Elementen 
bestehen, so sind sie stets projektiv, gleichviel wie man sie ordnet. Nehmen 
wir aber vier Punkte abcd in einer Geraden /. Durch d ziehe man eine 
Gerade g, wahle auBerhalb beider Geraden in ihrer Ebene einen Punkt A, 
projiziere abc aus A auf g nach afy und bezeichne den Durchschnitts- 
punkt von a8, cy mit B; dann werden abcd aus A auf g nach afyd, 
diese aus a auf cy nach A Byc, diese endlich aus f auf f zuriick nach 
badc projiziert. Folglich sind abcd und badc projektiv, iiberhaupt abcd, 
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badc, cdab, dcba. Nun mégen etwa ab durch cd getrennt werden. 
Liegen abcd harmonisch, so sind auch abcd und bacd, abdc, cdba, dcab 
projektiv. Umgekehrt: Sind 
abcd und bacd projektiv, so 
sind es zugleich aByd und 
bacd, also, wenn g und 0B in 
a’ sich schneiden, aByd und 
a’ Byd projektiv, d.h. amit a’ 
identisch, abcd harmonisch. 
Wenn abcd nicht harmonisch 
legen, so ist abcd keiner der 
Rethen bacd,abdc,cdba,dcab 
projektiv. Es bleiben noch 
16 Permutationen ibrig, die 
sich mit den Punkten abcd 
vornehmen lassen; aber da weder ac durch bd noch ad durch bc ge- 
trennt werden, so ist die Reihe abcd niemals einer von diesen 16 Per- 
mutationen projektiv. 

Hat man zwei projektive Punktreihen abc ... und a’b’c’ ..., so 
heiBen aa’, bb’, cc’, ... homologe Punkte; fallt ein Punkt mit dem 
homologen zusammen, so sagen wir, die beiden Reihen haben den Punkt 
entsprechend gemein. Je zwei homologe Teile der beiden Reihen sind 
projektiv. Sind drei Punkte entsprechend gemein, so sind es alle. 

Es seien P und P’ projektive Punktreihen, die mindestens aus je 
drei Punkten bestehen und in bestimmter Anordnung festgehalten 
werden; die Trager sollen / und /’ heiBen (brauchen aber nicht ver- 
schieden zu sein). In / werde ein Punkt d beliebig angenommen. Wenn 
er zu P gehort, so entspricht ihm in /’ ein vollig bestimmter Punkt d@’ 
als homologer Punkt der Reihe P’. Wenn d nicht zu P gehort, so schreibe 
man d zur Reihe P hinzu und erweitere P’ mittels irgendwelcher von 
P zu P’ fithrenden Projektionen um einen Punkt d’ derart, da die 
erweiterten Figuren wieder projektiv sind; auch dann ist d’ ein vollig 
bestimmter Punkt der 7’. In beiden Fallen diirfen wir also sagen: d und d’ 
sind homologe Punkte bei der zwischen P und P’ gegebenen projektiven 
Beziehung (Projektivitét), und es ist in diesem Sinne jedem Punkte 
der # ein und nur ein homologer Punkt der /’ zugeordnet. 

Um eine projektive Beziehung zwischen zwet Punktrethen herzustellen, 
dar? man zu drei Punkten der einen Rethe die homologen Punkte beliebig 
wihlen, durch dret solche Paare ist aber die projektive Beziehung voll- 
kommen bestimmt. 

Punktreihe, Strahlenbiischel und Ebenenbiischel werden eimformige 
Gebilde (einformige Grundgebilde) genannt. Sind zwei einfoérmige Ge- 
bilde perspektiv, oder kann man zwischen sie irgendeine Anzahl von 
ebensolchen Gebilden derart einschalten, daB nach der Einschaltung je 
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zwei aufeinanderfolgende Gebilde perspektiv sind, so nennt man 
jene beiden Gebilde projektiv und wendet auf sie alle Ausdricke an, 
die fiir Punktreihen soeben erklart worden sind. Jedes einformige 
Gebilde ist sich selbst projektiv. Zwei einfirmige Gebilde, die einem dritten 
projektiv sind, sind unter sich projektiv. Sind die cinformigen Gebilde 
abcd und a'b'c'd' projektiv, ab durch c d getrennt, so sind a'b’ durch 
cd’ getrennt. Je zwei homologe Teile zweier projektiven einformigen Ge- 
bilde sind projektiv. Uberhaupt lassen sich die obigen Satze einfach 
verallgemeinern. 

Einformige Gebilde, die aus gleichvielen, aber hochstens je drei Ele- 
menten bestehen, sind stets projektiv. Durch drei Paare von homologen 
Elementen wird eine projektive Beziehung zwischen zwei einformigen Ge- 
bilden vollkommen bestimmt, so daB jedem Element, das zu dem einen 
Gebilde gerechnet werden kann, im andern ein und nur ein homologes 
Element entspricht. 

Ist von zwei projektiven einformigen Gebilden das eine harmonisch, 
so ist es auch das andere. Je zwet harmonische Gebilde sind projektiv. 
Das harmonische Gebilde abcd ist demnach zu badc, cdab, dcba, bacd, 
abdc, cdba und dcab projektiv, aber zu keiner der 16 tibrigen Permu- 
tationen. Ist dagegen keine Permutation, des einfirmigen Gebildes abcd 
harmonisch, so sind badc, cdab und dcba zu abcd projektiv, aber keine 
der 20 iibrigen Permutationen. 

Perspektive einférmige Gebilde sind projektiv. Umgekehrt: Wenn 
zwischen zwer einformigen Gebilden eine projektive Beziehung stattfindet, 
und es liegen drei Elemente des einen perspektiv mit den homologen Ele- 
menten des andern, so legen die beiden Gebrlde iiberhaupt perspektiv. 

Von Punktreihen auf demselben Trager oder Ebenenbiischeln mit 
derselben Achse oder konzentrischen Strahlenbiischeln an derselben 
Ebene wird gesagt, daB sie aufeinander liegen oder sich in vereinigter 
Lage befinden. Zwei projektive Punktreihen oder Ebenenbiischel oder 
Strahlenbiischel (mit gemeinschaftlichem Scheitel oder in einerlei Ebene), 
die ein Element entsprechend gemein haben, ohne aufeinander zu liegen, 
sind allemal perspektiv. 

Liegen zwei projektive einférmige Gebilde abc ... und a’b’c’ ... 
aufeinander, so kann es vorkommen, da nicht bloB aa’ (die von ein- 
ander verschieden sein sollen), sondern auch a’a homologe Elemente 
sind, d.h. aa’be und a’ab'c’ projektiv. Alsdann sind 6’b ebenfalls 
homolog, da aa’bb’ und a’ab’b projektiv, und man kann iiberhaupt 
durchweg die homologen Elemente miteinander vertauschen. Von sol- 
chen Gebilden abc..., a’b’c’ ... sagt man, daB sie involutorisch legen, 
oder man sagt, daB die Paare aa’, bb’, cc’, ... eine Involution bilden;: 
die Elemente eines jeden Paares heiBen konjugiert und sind vertauschbar. 
Durch zwei Paare ist die Involution bestimmt, d.h. zu jedem Element 
das konjugierte; zwei Paare aber kénnen beliebig angenommen werden. 
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Die Aufgabe, in einer durch zwei Paare gegebenen Involution zu einem 
Elemente das konjugierte zu konstruieren, gibt uns Gelegenheit, die in 
§ 10 gegen Ende angestellte Betrachtung zu erganzen. Die Seiten eines 
ebenen vollstandigen Vierecks abcd werden dort mit einer Geraden 
durchschnitten, und zwar die Seiten bc, ca, ab, ad, bd, cd in 
i, g, h, fy, &, 2,. Damals wurde bewiesen, daB der sechste Punkt durch 
die ubrigen bestimmt ist; jetzt kénnen wir zeigen, daB ff,, gg,, hh, 
Paare einer Involution sind, d.h.: Die drei Paare gegeniiberliegender Seiten 
eines vollstindigen Vierecks werden von jeder Geraden seiner Ebene in 
Punktpaaren einer Involution geschnitten. In der Tat ist die Punkt- 
reihe /gih, ein Schnitt des Strahlenbiischels b(cgah,), d. h. des Biischels 
der Strahlen bc, bg, ba, bh,, die Punktreihe /,g,4, ein Schnitt des 
Strahlenbiischels a(dg,h,b); da diese Strahlenbiischel perspektiv zum 
Bischel h,(cgab) d.i. h,(dg,ab) liegen, so sind /ghh, und f,g,/,h pro- 
jektiv, folglich die Paare f7,, gg,, hh, in Involution. — Die auf Seite 75f. 
beschriebene Konstruktion liefert also in der durch zwei Paare f/, und 
gg, gegebenen Involution von Punkten zum gegebenen Punkte / den 
konjugierten /,; auf die Involution im Ebenenbiischel und Strahlen- 
biischel 1aBt sie sich leicht itibertragen. Auch ist jetzt klar, daB man 
bei jener Konstruktion / mit /, oder g mit g, vertauschen darf. 

Wenn in einer Involution irgendein Paar durch ein anderes getrennt 
wird, so wird jedes Paar durch jedes andere getrennt. Denn wenn die 
Elemente aa’ durch 6b’ getrennt werden, so liegt bei ausgeschlossenem 
c von den Elementen 0} und 0’ das eine (b) zwischen a und a’, das andere 
(0’) aber nicht; sollen nun aa’b’c und a’abc’ projektiv sein, so werden 
aa’ zwar durch bc, aber nicht durch bc’ getrennt; folglich sind aa’ 
durch cc’ getrennt, ebenso 0b’ durch cc’ usw. 

Bei aufeinanderliegenden projektiven Gebilden werden die etwa sich 
selbst entsprechenden Elemente auch Doppelelemente genannt. Werden 
in einem einformigen Gebilde die Paare aa’, bb’, cc’ ... durch die festen 
Elemente f und g harmonisch getrennt, so bilden sie eine Involution mat 
den Doppelelementen { und g. Denn es sind (§ 11 Seite 84) fga’b und 
fgab’, fgab und fga'b' projektiv; daraus darf man aber die Projektivitat 
der Gebilde fgaa’b und fga’ ab’, iiberhaupt fgaa’bc...undfga’ab'c’.... 
schlieBen. Umgekehrt: Sind aa’ ‘konjugierte Elemente einer Involution 
mit den Doppelelementen f und g, so liegen fgaa'’ harmonisch; denn dann 
sind fgaa’ und fga’a projektiv. Weiter ergibt sich (§ 11 Seite 84): 
Sind aa’ und bb’ Paare einer Involution mit zwet Doppelelementen, so 
werden aa’ durch bb’ nicht getrennt. 

Hiernach kénnen nicht bei jeder Involution, also nicht bei jeder 
projektiven Beziehung zwischen aufeinanderliegenden projektiven Ge- 
bilden zwei Doppelelemente auftreten1). Aber wenn die projektiven ein- 


1) Siehe noch unten § 23. 
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férmigen Gebilde abc... und a'b'c'.. . aufeinander legen und ein Doppel- 
element f besitzen, so haben sie (mit einer sogleich zu erwahnenden Aus- 
nahme) noch ein zweites Doppelelement. Es sei in der Tat weder a noch 6 
entsprechend gemein, so da die Paare ab’ und ba’ eine Involution be- 
stimmen, und in dieser Involution sei g das zu / konjugierte Element, 
also fgab und gfb'a’ projektiv; dann sind auch fgab und f/ga'd’ projektiv, 
also g Doppelelement der gegebenen Projektivitat. — Bei dieser Ge- 
legenheit bemerken wir: Wenn in einem einformigen Gebilde fgab und 
}ga'b’ projektiv sind, so liegen die Paare fg, ab’ und ba’ in Involution, 
und umgekehrt; es sind dann auch fgaa’ und fgbb’ projektiv. 

Sollen die projektiven einfoérmigen Gebilde abc... und a’b'c’..., 
die in vereinigter Lage und mit einem Doppelelement / angenommen 
werden, kein weiteres Doppelelement besitzen, so muB / zugleich in 
der durch die Paare ab’ und ba’ bestimmten Involution sich selbst 
entsprechen (/ab’b und /b’aa’ projektiv). Ist alsdann m das vierte 
harmonische Element zu ab’f (f{ab’m und {b’am projektiv, mithin auch 
fmab'b und fmb'’aa’), so ist m das andere Doppelelement jener In- 
volution, also zugleich das vierte harmonische Element zu ba’f, d.h. 
die Paare ab und a’d’ sind aquivalent fiir das Grenzelement /, ebenso 
die Paare ac und a’c’ usw. Wir wollen deshalb eine derartige Beziehung 
eine Aguivalenz mit dem Grenzelement f nennen; sie ist nicht involuto- 
risch. Zu ihrer Bestimmung sind auBer dem Grenzelement / noch 
irgend zwei homologe Elemente aa’ anzugeben; konstruiert man a” 
als viertes harmonisches Element zu a’fa, so sind die Paare aa’ und 
a'a’” fir das Grenzelement / A4quivalent, und man hat drei Paare ff, 
aa’, aa’ der projektiven Beziehung. — 

Ist in einer Geraden / durch zwei projektive, aber nicht involuto- 
rische Punktreihen P und P’ eine projektive Beziehung gegeben, und 
entspricht dem Punkte 0 der Geraden /, der kein Doppelpunkt sein 
soll, bei der Beziehung PP’ der Punkt c, bei der Beziehung P’ P der 
Punkt a, so sind die Punkte a und ¢ nicht bloB von b, sondern auch 
voneinander verschieden. Wenn also noch cd homologe Punkte bei der 
Beziehung P P’ vorstellen, so ist durch die Punkte abcd, namlich durch 
die drei Paare ab, bc, cd, die projektive Beziehung bestimmt. 

Dem in der Geraden / variierenden Punkte y entspreche z bei der 
Beziehung PP’, dagegen x bei der Beziehung P’ P. Zieht man durch b 
noch eine Gerade g, nimmt in der Ebene fg den Punkt O auBerhalb 
der beiden Geraden und projiziert cdyz aus O auf g nach Byén, so sind 
abxy und bcyz projektiv, bcyz und bféy perspektiv, folglich abxy 
und bf<7 projektiv, ebenso die Strahlenbiischel 7 (abx y) und y (BEN), 
diese mithin sogar perspektiv. Begegnen sich also die Geraden xy und 
éy im Punkte Q, so liegen aBQ in gerader Linie, Q in der festen Ge- 
raden af. 

Dem (von a, 6, c verschiedenen) Punkte m der Geraden / seien die 
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Punkte / und # in den Beziehungen P’ P und P P’ zugeordnet. Projiziert 
man m und aus O auf g nach 4 und y, so sind ablx und bemy, 
bemy und cdnz projektiv, cdnz und By perspektiv, folglich ablx 
und fy projektiv. Indem wir den Durchschnittspunkt R der Ge- 
raden xy und /y einfiihren, erkennen wir die Strahlenbiischel w(ab/x) 
und R(Bypy) nicht bloB als projektiv, sondern auch als perspektiv, 


Abb. 45, 


da die Geraden wl und Ryu zusammenfallen. Demnach liegt der Durch- 
schnittspunkt der Strahlen wa und Rf in gerader Linie mit y und 4; 
die Strahlen wa und Rf schneiden sich auf der Geraden yx. Weiter 
sind die Biischel a(bByu) und B(xQ7 R) perspektiv; denn die Strahlen 
ab und £x begegnen sich in x, ay undfy iny, aw und BR auf yx, ap 
und #Q fallen zusammen. Da mithin die Punktreihen bfyu und xQ7 R, 
bByw und bcdn, bcdn und abcm projektiv sind, so ergibt sich schlieb- 
lich die Projektivitat der Punktreihen xQ7R und abcm. 

Aus O projiziere ich R auf f nach 7. Dann sind xyzr und *Q7R 
perspektiv, folglich ~yzr und abcm projektiv. Da man durch passende 
Wahl des Punktes m das Gebilde abcm einem beliebig gegebenen, aus 
vier verschiedenen Elementen bestehenden einférmigen Gebilde projektiv 
machen kann, so ist in der Geraden / jedem Punkt y ein Punkt 7 durch 
die Forderung zugeordnet, da8 xyzv einem festen Gebilde projektiv 
sein soll. Wenn m in einen Doppelpunkt der Projektivitat PP’ fallt, 
so vereinigt sich der Punkt m mit / und , der Punkt A mit uw, die Ge- 
rade Ju mit Om, und der Punkt 7 hat bestandig die Lage m. In jedem 
andern Falle beschreiben die Strahlen yx und BR, wahrend y variiert, 
perspektive Biischel um y und f mit dem perspektiven Durchschnitt 
au, mithin gleichzeitig die Punkte x und R projektive Punktreihen in 
den Geraden f und /y; also ist auch die Beziehung zwischen y und 7 
in der Geraden f Projektivitat. Wenn endlich die Punkte z’ und s bei 
der Beziehung PP’ den Punkten z und ¢ entsprechen, also das Paar zs 
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dem Paare yr, so sind xyzrv und yzz's projektiv, d. h. yz2’s dem festen 
Gebilde projektiv, z und s zugeordnete Punkte der zwischen y und 7 
bestehenden Projektivitat. Die Paare dieser Beziehung werden durch 
die Projektivitat PP’ in Paare derselben Beziehung ttbertragen, und 
wir kénnen daher sagen, die Beziehung yr sei bei der Projektivitat PP’ 
sich selbst homolog. 

Werden auf einer Geraden, in der durch zwei projektive, aber nicht 
involutorische Punktreihen P und P’ eine projektive Beziehung gegeben 
ist, dem Punkte y durch die Beziehungen P’P und PP’ die Punkte x 
und z zugeordnet und ein weiterer Punkt rv so konstruiert, dab die gerade 
Punktrethe xzyr einem festen Gebilde projektiv ausfallt, so ist auch die 
zwischen y und r entstehende Beziehung Projektivitat und ber der Projek- 
tivitit PP’ sich selbst homolog. Fallt jedoch 7 bei einer Lage von y in 
einen Doppelpunkt der Projektivitat PP’, so bleibt 7 bei allen Lagen 
von y unverandert. 

Durch die) Beziechung sP P. werde dem \Punktes7sder (von 7ever 
schiedene) Punkt g zugeordnet. Dann sind yrvxq und zsyr projektiv, 
mithin auch yrxq und rysz, folglich die Paare gz, ry, sx in Involution, 
xzyr und sqry projektiv. — Nimmt man also xzyr harmonisch, so 
werden auch sqvy oder gsvy harmonisch, *zyr und gsry projektiv; 
also wird dann y durch 7 in derselben Weise bestimmt, wie 7 durch y. 

Werden auf einer Geraden f, in der durch zwet projektive, aber nicht 
involutorische Punktrethen P und P’ eine projektive Beziehung gegeben 
ist, dem Punkte y durch die Beziehungen P’ P und PP’ die Punkte x 
und z zugeordnet und zu den Punkten xzy der vierte harmonische Punkt rv 
aufgesucht so bilden die Paare yr eine Involution, die durch die Be- 
ziehung PP’ in sich selbst iibertragen wird. Ist jedoch die Beziehung 
PP’ eine Aquivalenz, so fallt 7 bei allen Lagen von y mit dem Grenz- 
punkte der Aquivalenz zusammen. 

Im Strahlenbiischel und im Ebenenbiischel gelten analoge Satze. 


* Ba 


Die Sammlung der Stammbegriffe und Stammsiatze fiir die projek- 
tive Geometrie ist jetzt abgeschlossen. Als Stammbegriffe der projek- 
tiven Geometrie habe ich in § 10 (Seite 69) bezeichnet: Punkt, Gerade 
und Ebene als Elemente, jedes in erweitertem Sinn; Aneinanderliegen 
von zwei ungleichartigen Elementen ; Getrenntliegen von zwei Elementen- 
paaren in einem einférmigen Grundgebilde. Zur Gewinnung dieser Be- 
griffe haben die in den beiden ersten Paragraphen aufgestellten Kern- 
sdtze gentigt. Die Stammbegriffe der projektiven Geometrie sind also 
nicht bloB von Kongruenz und Parallelismus unabhangig, sondern auch 
von jedem Kernsatz, der aufgestellt wird, um die Liicke in Staudts 
Begriindung der Projektivitat auszufiillen. 
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Anders verhalt es sich mit den Sdtzen der projektiven Geometrie. 
Diese fithren sich auf eine Gruppe von Stammsiitzen zuriick. Die Stamm- 
sdtze der projektiven Geometrie sind in § 12 (Seite 90) und im zweiten 
Absatz des gegenwartigen Paragraphen angegeben; die in § 12 ange- 
gebenen stammen aus den §§ 7—9; von den beiden im zweiten Absatz 
des gegenwartigen Paragraphen angegebenen ist der eine der reziproke 
des anderen, in § 15 erlangten. Die Mittel nun, die zur Gewinnung 
der projektiven Stammbegriffe dienten, geniigen auch zum Beweis der 
projektiven Stammsatze, mit Ausnahme des in § 15 bewiesenen. Dieser 
ist wesentlich anderer Art; er wurde erst nach Vermehrung der Hilts- 
mittel bewiesen. Die projektive Geometrie wurde dadurch abhangig 
von der Kongruenz, blieb aber unabhangig vom Parallelismus. 


§ 17. Koilineare Figuren. 


Wir gehen jetzt zu den Gebilden zweiter Stufe iiber, indem wir unter 
diesem Namen Planfiguren und zentrische Figuren zusammenfassen. 
Wenn man eine aus beliebig vielen Punkten bestehende Planfigur ein- 
oder mehrmal projiziert, so erhalt man eine aus ebenso vielen Punkten 
bestehende Planfigur, und sooft Punkte der einen Figur an einer ge- 
raden Linie liegen, ist dies auch bei den entsprechenden Punkten der 
andern Figur der Fall. Solche Figuren heifen deshalb kollinear, aber 
man wendet diesen Ausdruck iiberhaupt auf zwei Gebilde zweiter Stufe 
an, wenn sie perspektiv sind oder wenn man zwischen sie irgendeine 
Anzahl von Gebilden zweiter Stufe derart einschalten kann, da nach 
der Einschaltung je zwei aufeinanderfolgende Gebilde perspektiv werden. 
Man kann dabei die einformigen Gebilde als spezielle Falle zulassen 
und demgema8 projektive einformige Gebilde auch kollinear nennen. 
Jedes Gebilde zweiter Stufe ist sich selbst kollinear. Je zwei homologe 
Teile zweter kollinearen Gebilde zweiter Stufe sind kollinear. Gebilde 
zweiter Stufe sind kollinear, wenn sie einem und demselben Gebilde zweiter 
Stufe kollinear sind. 

Um zwei Gebilde zweiter Stufe kollinear aufeinander zu beziehen, darf 
man vier gleichartigen Elementen des einen, von denen keine drei einem 
einformigen Gebilde angehéren. vier ebensolche Elemente des andern be- 
liebig zu ordnen; z. B. wenn man in einer Ebene vier Punkte abcd an- 
nimmt, von denen keine drei in gerader Linie liegen, und vier ebensolche 
Punkte a’b’c'd’ in derselben oder in einer andern Ebene, so sind die 
Figuren abcd und a’b’c'd’ kollinear. Der Satz wird leicht als allgemein 
richtig erkannt, sobald er sich in dem angefiihrten besonderen Falle 
bewahrt. Es sei nun m der Durchschnittspunkt der Geraden ab und cd, 
m’ der der Geraden a’b’ und c’d’, P eine von a’b’c’ verschiedene Ebene 
durch a’b’; so kann man abcdm durch eine geeignete Anzahl von Pro- 
jektionen auf die Ebene P so itbertragen, daB aa’, bb’, mm’ homologe 
Punkte werden. Ergeben sich dabei yé als homologe Punkte zu cd, so 
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sind die Figuren a’b’y6 und a’b’c'd’ perspektiv; Zentrum der Perspek- 
tivitat ist der Durchschnittspunkt der Geraden yc’ und 6d’. 

Eine Kollineation zwischen zwei Gebilden zweiter Stufe ist vollkommen 
bestimmt, wenn man zu vier gleichartigen Elementen des einen, von denen 
keine drei einem einformigen Gebilde angehéren, die homologen kennt. Es 
ist hinreichend, folgenden besonderen Fall zu beweisen: Sind die aus 
je fmf Punkten bestehenden Planfiguren abcde und abcde’ kollinear 
und keine drei von den Punkten abcd in gerader Linie, so fallt e mit e’ 
zusammen. Zu dem Zweck braucht man aber nur zu beachten, daB 
die Geraden ae und ae’ wegen der Kollineation zwischen den Strahlen- 
biischeln a(bcde) und a(bcde’) identisch sind, ebenso die Geraden be 
und be’, ce und ce’, de und de’. — 

Um jetzt den Begriff der Kollineation in voller Allgemeinheit ein- 
zufithren, stellen wir folgende Betrachtung an. Es seien drei Punkte 
Oaa’ in einer Geraden gegeben und eine Ebene P, die keinen der 
drei Punkte enthalt. Jedem Punkte 6 auBerhalb der Geraden aa’ 
ordnen wir in der Geraden Ob den Punkt 6’ zu, dessen Verbindungs- 
linie mit a’ der ab auf P begegnet; wird dagegen f auf aa’ von O ver- 
schieden angenommen, so nehmen wir einen Punkt 6 auBerhalb der 
Ebene P und den zugeordneten Punkt 6’ zu Hilfe und ordnen dem Punkte 

ef in der Geraden aa’ den Punkt f’ zu, dessen Verbindungslinie mit 0’ 
der bf auf P begegnet; der Punkt O endlich wird sich selbst zugeordnet. 
DaB f’ unabhangig von b ausfallt, bedarf eines Beweises. Es sei daher 
zunachst c irgendein Punkt auBerhalb der Ebenen P und Oa), c’ der 
zugeordnete Punkt in Oc, so daB ac und a’c’ sich auf P begegnen. 
Wegen der Perspektivitat der Dreiecke abc und a’b’c’ schneiden sich 
bc b’c’, ca c'a’, ab a'b’ auf einer Geraden, folglich auch bc und b'c’ 
auf P, ebenso fc und f’c’ wegen der Perspektivitat der Dreiecke Bbc 
und £’b’c’, d.h. bei der Konstruktion von f’ kann 6 durch c ersetzt 
werden. Ist ferner y ein Punkt der Ebene Oab, aber auBerhalb der 
Ebene P und der Geraden aa’, also auBerhalb der Ebene Oac, so kann 
man y statt c benutzen, also auch statt b. Die Geraden cy und c’y’ 
treffen sich auf P, ebenso by und b’y’. Sind also dd’ und ce’ Paare 
von homologen (d.i. zugeordneten) Punkten, so treffen sich die Ge- 
raden de und d’e’ auf P; man kann daher das Paar aa’, von dem wir 
ausgingen, durch jedes andere Paar homologer Punkte, wenn sie von- 
einander verschieden sind, ersetzen. Der Punkt O und die Punkte der 
Ebene P sind sich selbst homolog, aber nur diese. 

Bezeichnet man zwei aufeinander bezogene Punktgruppen als per- 
spektiv, wenn die homologen Punkte durch die Strahlen eines Biindels 
miteinander verbunden werden, dann bildet die soeben definierte Be- 
ziehung eine besondere Art von Perspektivitat. Wir wollen sie Kollinear- 
Perspektivitat nennen, weil Punkten einer Geraden stets Punkte einer 


Geraden entsprechen. Sind in der Tat abc Punkte einer Geraden g, 
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so liegen die homologen Punkte a’b’c’ auf einer Geraden g’. Ist g in 
P enthalten, so sind abc entsprechend gemein; liegt g auBerhalb P, 
ohne O zu enthalten, so fallen die Geraden a’ b’ und a’c’ in eine einzige 
zusammen, weil sie durch den Punkt gP gehen; geht endlich g durch O, 
so liegen a’b’c’ auf g. Wir nennen gg’ homologe Geraden. Die Geraden, 
die in P liegen oder durch O gehen, sind sich selbst homolog, aber nur 
diese. Je zwei homologe Geraden begegnen sich in einem Punkte von 
P, ihre Ebene geht durch 0. 

Jeder Planfigur entspricht eine Planfigur; die Ebenen solcher Fi- 
guren nennen wir homolog. Die Ebene P und alle durch O gehenden 
Ebenen sind unter sich selbst homolog, aber nur diese. Je zwei homologe 
Ebenen schneiden sich in einer Geraden der Ebene P. Sind DD’ und 
EE’ Paare von homologen Ebenen, so geht die Ebene der Geraden DE 
und D’E’ durch O. Die Beziehung ist jetzt auf Figuren ausgedehnt, 
die sich in beliebiger Weise aus Punkten, Geraden und Ebenen zu- 
sammensetzen, und man sieht, wie neben dem Punkte O und der Ebene 
P, an denen nur sich selbst homologe Ebenen liegen, ein Paar homologer 
Punkte oder Ebenen notwendig und hinreichend ist, um die ganze Be- 
ziehung zu bestimmen. Die Definition ist sich selbst reziprok. 

Jede Planfigur, deren Ebene nicht durch O geht, liegt perspektiv 
zur homologen, wobei O Zentrum der Perspektivitat ist; auch jede 
zentrische Figur, deren Scheitel nicht zu P gehért, liegt zur homologen 
perspektiv, wobei P der perspektive Durchschnitt ist. Wir nennen daher 
O-das Zentrum der Perspektivitat und P den perspektiven Durchschnitt 
fiir unsere allgemeine Beziehung. Nimmt man eine Figur in einer durch 
O gehenden Ebene, so liegt die homologe Figur in derselben Ebene, 
und wenn aa’ (verschiedene) homologe Punkte auBerhalb dieser Ebene 
sind, so wird die erste Figur aus a auf P nach derselben Figur projiziert, 
wie die zweite aus a’. Analog verhalten sich die zentrischen Figuren, 
deren Scheitel auf P liegen. Hiernach sind je zwei homologe Gebilde 
zweiter Stufe kollinear. Man schlieBt daraus: Sind abcd und a’b'c'd’ 
homologe einférmige Gebilde und ab durch cd getrennt, so werden a’b’ 
durch c’ d’ getrennt. Uberdies wissen wir, daB aneinanderliegenden 
Elementen ebensolche entsprechen. Folglich haben kollinear-perspektwe 
Figuren alle graphischen Eigenschaften nuteinander gemein. 

Jede perspektive Beziehung zwischen zwer Figuren in verschiedenen 
Ebenen lat sich zu einer Kollinear-Perspektivitat erweitern, die sich auf 
alle Elemente erstreckt; man hat namlich auBer dem Zentrum der Per- 
spektivitat zwei homologe Ebenen, durch deren Schnittlinie man den 
perspektiven Durchschnitt beliebig legen kann. Ebenso kann man zwet 
perspektive zentrische Figuren, deren Scheitel verschieden sind, stets zu 
homologen Teilen von kollinear-perspektiven Figuren mit beliebigen Ele- 
menten machen. 

Im AnschluB an diese Bemerkung kann nunmehr die Definition der 
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Kollinearitat von Figuren, bei denen die homologen Elemente gleich- 
artig sind, zu voller Allgemeinheit erhoben werden. Zwei solche Figuren 
heiBen kollineay, wenn sie kollinear-perspektiv sind, oder wenn man 
zwischen sie eine Anzahl von Figuren derart einschalten kann, daB nach 
der Einschaltung je zwei aufeinanderfolgende Figuren kollinear-perspek- 
tiv sind. Jede Figur ist sich selbst kollinear. Je zwei homologe Teale von 
kollinearen Figuren sind kollinear. Zwei Figuren sind stets kollinear, 
wenn sie einer dritten kollinear sind. Die Begriffe kollinear und kollinear- 
perspektiv sind sich selbst reziprok. 

Zwei Figuren abcde und a'b'c'd'e’, die sich aus ye fiinmf Punkten 
derart zusammensetzen, daB in keiner Figur vier Punkte einer Ebene vor- 
kommen, sind kollinear. Wird namlich e aus d auf die Ebene abc nach m, 
e’ aus d’ auf die Ebene a’b’c’ nach m’ projiziert, so sind die Figuren 
abcm und a’b’c'm’ kollinear. Lassen sich bei dieser Kollineation den 
Punkten d e die Punkte de zuordnen, so sind die Figuren a’b’c’de und 
a’'b'c'd'e’ kollinear-perspektiv; Zentrum der Perspektivitat ist der 
Durchschnittspunkt der Geraden 6d’ und ee’, perspektiver Durchschnitt 
die Ebene a’b’c’. — Eine Kollineation ist vollkommen bestimmt, wenn 
man zu fiinf Punkten, von denen keine vier in einer Ebene liegen, die 
homologen kennt; d.h.: Wenn die aus je sechs Punkten bestehenden Fi- 
guren abcdef und abcdef’ kollinear sind und von den Punkten abcde 
keine vier in einer Ebene liegen, so fallt f mit /’ zusammen. Da namlich 
die Strahlenbiindel a(bcdef) und a(bcdef’) kollinear sind, so fallen die 
Strahlen af und a/’ zusammen, ebenso bf und 0/7’, cf und cf’, df und d/’, 
ef und ef’. — Die reziproken Satze mogen nicht erst besonders aus- 
gesprochen werden. 

Kollineare Gebilde jeder Art nennt man auch frojektiv, aber diese 
Benennung ist nicht auf den Fall der Kollineation beschrankt. Kollineare 
Figuren, ber denen die homologen Elemente gleichartig sind, haben alle 
graphischen Eigenschaften miteinander gemein. So werden z. B. die gra- 
phischen Eigenschaften einer Punktreihe durch keine Projektion ge- 
andert. Daf umgekehrt zwei Punktreihen projektiv sind, die in allen 
graphischen Eigenschaften tbereinstimmen, hat sich schon in § 15 er- 
geben. Ubertragen wir dies nun auf die allgemeineren Gebilde. Zu- 
nachst setzen wir in einem Gebilde zweiter Stufe aus gleichartigen Ele- 
menten die Figuren abcde und abcde’ zusammen, die alle graphischen 
Eigenschaften gemein haben sollen, wobei aber keine drei von den 
Elementen abcd einem einfoérmigen Gebilde angehoéren diirfen. Je zwei 
derartige Elemente a und 0} bestimmen ein reziprokes Element ab in 
jenem Gebilde; die Elemente ab, ac, ad, ae liegen in einem einférmigen 
Gebilde, ebenso die Elemente ab, ac, ad, ae’; da diese Gebilde alle 
graphischen Eigenschaften gemein haben, so fallen ae und ae’ zusammen, 
ebenso be und be’, ce und ce’, de und de’, also e und e’. Setzen wir 
endlich aus Punkten oder aus Ebenen die Figuren abcdef und abcde", 
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die wieder alle graphischen Eigenschaften gemein haben sollen, derart 
zusammen, da8 von den Elementen abcde keine vier in einem Gebilde 
zweiter Stufe liegen, so fallt af mit af’ zusammen, bf mit bf’ usw., 
folglich / mit 7’. Wird also die Figur abcdef aus sechs Punkten derart 
gebildet, daB von den Punkten abcde keine vier in einer Ebene liegen, 
und die Figur a’b’c'd'e'f’ aus sechs Punkten derart, daB die beiden 
Figuren in allen graphischen Eigenschaften iibereinstimmen, so sind 
die Figuren kollinear. Mithin gilt der Satz: 

Eine Beziehung, vermége deren jedem Punkte ein bestimmter Punkt 
devart zugeordnet wird, daB je zwei homologe Figuren alle graphischen 
Exgenschaften gemein haben, ist eine Kollineation. 

Eine solche Beziehung ist die Kongruenz. Mit Hilfe zweier kon- 
gruenter Figuren, die aus je drei nicht in gerader Linie gelegenen eigent- 
lichen Punkten bestehen, kann man eine Beziehung herstellen, die sich 
auf alle Punkte, Geraden und Ebenen erstreckt; dabei sind je zwei 
homologe Figuren kongruent und stimmen in allen graphischen Eigen- 
schaften iiberein. Kongruente Figuren kénnen immer als homologe 
Teile derartiger Figuren aufgefaBt werden. Hieraus folgt: 

Kongruente Figuren sind kollinear. — 

Weil die graphischen Eigenschaften einer Planfigur durch Projektion 
auf eine andere Ebene, mithin tiberhaupt durch Ubergang zu einer 
kollinearen Planfigur nicht gedandert werden, so durfte man zunachst 
die graphischen Eigenschaften der Planfiguren projektive, d.i. bei der 
Projektion sich ibertragende nennen. Nun ist bereits erwahnt worden, 
daB man kollineare Gebilde jeder Art auch projektiv nennt. In ent- 
sprechender Weise hat man die Benennung frojektive Eigenschajten aus- 
gedehnt, indem man sie fiir die graphischen Eigenschaften beliebiger 
Figuren einfiihrte. Die Geometrie der Lage heiBt infolgedessen auch 
die Lehre von den projektiven Eigenschajten der Figuren oder die projektive 
Geometrie. 
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Der Name Projektivitat wird, wie schon erwahnt, nicht bloB auf 
die kollinearen Beziehungen angewendet. Um auch die ibrigen hierher 
gehérigen Beziehungen kennen zu lernen, kann man folgenden Aus- 
gangspunkt wahlen. 

Es seien efg drei Geraden, von denen keine zwei einander begegnen. 
Die Durchschnittslinie zweier Ebenen, die irgendeinen Punkt der ¢ 
mit / und g verbinden, begegnet gleichzeitig den drei gegebenen Linien; 
durch jeden Punkt einer der gegebenen Linien kann man eine solche 
Gerade ziehen, und zwar nur eine; zwei solche Geraden kénnen ein- 
ander nicht begegnen. Wenn nun die Geraden 7k/m die Linie ¢ in abcd, 
fin a’'b’c'd', g in a’’b''c''d” schneiden, so liegen z. B. die Punktreihen 
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abcd und a'b’c'd’ zum Ebenenbiischel g(iklm) perspektiv, und es sind 
daher abcd, a'b'c'd’, ab" c''d" projektive Gebilde. 

Umgekehrt: Werden auf den Tragern e und f, die sich nicht schneiden, 
projektive Punktreihen abcd und a’b'c’d’ angenommen, so wird jede 
Gerade g, die von den Linien aa’, bb’, cc’ getroffen wird, auch von dd’ ge- 
troffen. Denn von den Geraden aa’, bb’, cc’, dd’ kénnen keine zwei ein- 
ander treffen, mithin auch keine zwei von den Geraden efg; durch d 
kann man also eine Gerade m ziehen, die / und g schneidet, etwa f 
in D; die Punktreihen a’b’c'd’ und a’b’c’D sind projektiv zu abcd, 
folglich d’ mit D, dd’ mit m identisch, dd’ und g in einer Ebene. — Wenn 
also die drei Geraden e/g, von denen keine zwei sich schneiden, von 
den vier Geraden iklm getroffen werden, so wird jede Gerade, die von 
ikl geschnitten wird, auch von m geschnitten. 

Mittels zweier projektiven Punktreihen, deren Trager e und / sich 
nicht schneiden, werden wir nun jedem Punkte N eine Ebene N’ und 
jeder Ebene P einen Punkt P’ zuordnen. Durch den Punkt N geht 
eine Gerade /, die e und / schneidet, etwa in a und a; bildet man aus 
Punkten, die vermoége der gegebenen Projektivitat zusammengehoren, 
die Paare aB und ba, so ist die Ebene NOB mit N’ zu bezeichnen. Die 
Ebene P schneide e in c, f in y; co und dy seien Paare von Punkten, 
die vermége der gegebenen Projektivitat zusammengehoren ; dann schnei- 
det dé die Ebene P im Punkte P’. Nennen wir die Elemente NN’ 
homolog, ebenso PP’, so sind auch N’N, P’P homolog, und jeder 
Punkt legt in der homologen Ebene. 

Die Punktreihen abcd und fady sind projektiv, mithin auch abcd 
und afyod; daher wird jede Gerade, die die Linien aa, 68, cy schneidet, 
auch von do getroffen. Die Gerade PN’ schneidet stets die Linien bf 
und cy; wenn N in P liegt, so schneiden sich auBerdem PWN’ und aa, 
mithin auch PN’ und do, d. h. die Ebene N’ enthalt den Durchschnitts- 
punkt P’ der Ebene P und der Geraden d6. Es dreht sich also die Ebene 
N’ um den Punkt P’, wahrend N in P variiert. La&t man demnach 
den Punkt N eine Gerade /# durchlaufen, so dreht sich die Ebene N’ 
um eine bestimmte Gerade h’, und solange die Ebene P durch h geht, 
bewegt sich der Punkt P’ auf h’. Die Geraden hh’ oder h’h heiBen ho- 
molog. Ein Strahlenbiischel, dessen Scheitel seiner Ebene homolog ist, 
besteht nur aus sich selbst homologen Geraden. Eine Gerade, die in 
keinem derartigen Bischel vorkommt, ist von ihrer homologen stets 
verschieden und hat mit ihr keinen Punkt gemein. Jede Gerade, die 
zwei homologe (verschiedene) Geraden schneidet, ist sich selbst homolog ; 
jede sich selbst homologe Gerade, die die eine von zwei homologen 
Geraden schneidet, schneidet auch die andere. 

Von den Paaren, die mittels dieser auf alle Punkte, Geraden und 
Ebenen sich erstreckenden Zuordnung zusammengesetzt werden kénnen, 
sagt man, daB sie ein Nullsystem bilden. Den Punkten pqrs einer Ge- 
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raden / entsprechen die Ebenen $’q'r's’ durch die homologe Gerade h’; 
die Gebilde pgrvs und $’q'7's’ sind projektiv. Denn ist 4 von h’ ver- 
schieden, so sind sie sogar-perspektiv; fallt aber 4 mit h’ zusammen, 
so seien ~n’ homologe verschiedene Geraden, und es mégen die Ebenen 
pqs’ von n in £,q7%5,, von n’ in Poqo7oSq getroffen werden; da 
bp, bg in gerader Linie liegen, ebenso ¢¢,92, 77,72, SS,Sg, so sind die 
Gebilde pars und $,9,7,5, projektiv, iiberdies $,9¢,7,s, und p'q'7's' 
perspektiv. — Sind daher w und v sich selbst homologe Geraden, die 
sich nicht schneiden, und 1k/lm sich selbst homologe Geraden, die jene 
beiden schneiden, etwa u in ABCD, v in A,B,C,D,, so sind ABCD 
und A,5,C,D, projektiv; denn die Ebenen 1, wk, ul, wm sind den 
Punkten A BCD zugeordnet und gehen durch A, B,C,D,. — Zur Er- 
zeugung des Nullsystemes waren zwei sich selbst homologe Geraden 
(e und /), die sich nicht schneiden, und drei sich selbst homologe Ge- 
raden (z. B. af, ba, cd), die jene beiden schneiden, gegeben. Wir sehen 
jetzt, daB diese Bestimmungsstiicke beliebig gewahlt werden diirfen, 
und da8 sie nur ein einziges Nullsystem liefern. 

Auch die Strahlenbiischel EFGH und E’F'G'H’ sind projektiv, 
wenn sie homolog sind; wahlt man namlich an der Ebene EF, aber 
nicht am Punkte EF, die Gerade / beliebig und bezeichnet mit h’ die 
homologe, so daB A’ durch den Punkt E’F’ geht, ohne in die Ebene 
E’F’ zu fallen, so ist die Punktreihe h(E FGH) zum Ebenenbiischel 
h' (E' F'G’ H') projektiv. Es sind demnach je zwei homologe einférmige 
Gebilde projektiv. Elementen, die aneinanderliegen, sind aneinander- 
liegende zugeordnet, getrennten Paaren getrennte. Wenn also eine Figur 
irgendeine graphische Eigenschaft besitzt, so kommt der homologen 
Figur die reziproke Eigenschaft zu. 

Daraus folgt aber ohne Einschrankung, da8 zu jeder aus Punkten, 
Geraden und Ebenen beliebig zusammengesetzten Figur A eine andere 
aus den reziproken Elementen bestehende Figur A’ méglich ist, die 
von allen graphischen Eigenschaften der Figur A die reziproken besitzt 
und sonst keine. Bezeichnen wir daher mit a und f graphische Eigen- 
schaften einer Figur, mit a’ und f’ die reziproken Eigenschaften, die 
natiirlich die reziproken Elemente voraussetzen, und nehmen wir an, 
daB die Eigenschaft a stets die Eigenschaft 6 nach sich zieht, so hat 
auch a’ stets f’ zur Folge; denn wenn man von einer Figur A mit der 
Eigenschaft a’ mittels eines Nullsystemes zur Figur A’ iibergeht, so 
besitzt A’ die Eigenschaft a und mithin auch £, und folglich kommt 
der Figur A die Eigenschaft p’ zu. 

Damit ist nun das Gesetz der Dualitét zwischen Punkt und Ebene 
ohne jeden Vorbehalt erwiesen, infolgedessen sind es auch die beiden anderen 
Dualititsgesetze der projektiven Geometrie. Es stand zwar schon fest, daB 
die drei Arten der Reziprozitat fiir alle Folgerungen aus den bisher 
aufgefithrten Stammsdtzen giiltig sind; wir sehen aber jetzt, daB diese 
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Gesetze in der projektiven Geometrie allgemeine Anwendung finden 
miissen, gleichviel ob sich noch weitere Stammsadtze mogen angeben 
lassen oder nicht. — 

Wenn man ein Nullsystem mit einer (auf alle Elemente ausdehn- 
baren) Kollineation derart verbindet, daB man zu jedem Elemente erst 
das homologe im Nullsystem und dann zu diesem das homologe in der 
Kollineation bestimmt, so erhalt man eine sogenannte reziproke oder 
duale Beziehung. Dabei wird jedem Punkte eine Ebene, jeder Geraden 
eine Gerade und jeder Ebene ein Punkt zugeordnet. Zwei Figuren, die 
vermoge einer solchen Beziehung homolog sind, heifSen reziprok oder 
dual; zu jeder projektiven Eigenschaft der einen Figur ist die reziproke 
Eigenschaft bei der andern vorhanden. — Zwei Figuren, die zu einer 
dritten veziprok sind, haben alle projektiven Eigenschaften gemein. — Wenn 
von fiinf Punkten abcde keine vier in einer Ebene liegen und von finf 
Ebenen a’b’c'd’e’ keine vier einen Punkt gemein haben, so sind die 
Figuren abcde und a’b’c'd’e’ stets reziprok, und zwar gibt es nur eine 
einzige Reziprozitat, bei der sie als homologe Figuren auftreten. Sind 
namlich A BC DE die homologen Ebenen zu abcde in irgendeinem Null- 
system, so sind die Figuren ABCDE und a’b'c'd’e’ kollinear, folglich 
abcde und a'b'c'd'e’ reziprok. Ist. ferner f ein beliebiger Punkt, so 
kann man nicht zwei verschiedene Ebenen /’ und /’’ so bestimmen, daB 
a’'b'c'd' ef’ unda’b'c'd’e’f” reziprok zu abcdef werden, weil die Figuren 
a’b'c'd'e'f’ und a’b’c'd’e’f” alle graphischen Eigenschaften gemein 
haben miBten. 

Das Nullsystem ist ein besonderer Fall der Reziprozitat. Wenn eine 
veziproke Beziehung so beschaffen ist, daB jeder Punkt in der homologen 
Ebene liegt, so entsteht ein Nullsystem. Nimmt man namlich zu irgend- 
einem Punkte a die homologe Ebene a’, die durch a geht, und zieht 
durch a nach irgendeinem andern Punkte b der Ebene a’ die Gerade g 
beliebig, so liegt auch die homologe Gerade g’ in a’; die homologe Ebene 
zum Punkte 6 enthalt 6 und g’, ist aber von a’ verschieden; folglich 
liegt 6 in g’, d.h. g fallt mit g’ zusammen, jede Gerade in a’ durch a 
ist sich selbst homolog, a der homologe Punkt zu a’. Man kann also 
je zwei homologe Elemente miteinander vertauschen. Sind nun w und v 
sich selbst homologe Geraden, die keinen Punkt gemein haben, ikl... 
sich selbst homologe Geraden, die wu und v schneiden, so werden durch 
die letzteren projektive Punktreihen auf den beiden ersteren erzeugt, 
da das Ebenenbiischel w(ck/ ...) der Punktreihe w(ikl ...) projektiv 
und der Punktreihe v(ik/ ...) perspektiv ist; und so gelangt man zu 
den oben fiir das Nullsystem angegebenen Konstruktionen. 

Wenn man bei einer Reziprozitat die homologen Elemente mitein- 
ander vertauschen kann, so heiBt die homologe Ebene eines Punktes 
seine Polare, der homologe Punkt. einer Ebene ihr Pol, die homologe 
Gerade einer Geraden ebenfalls deren Polare, je zwei homologe Figuren 
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polarreziprok, die Beziehung eine Polarreziprozitét. Von den Paaren, 
die mittels einer solchen Beziechung entstehen, sagt man, daB sie ein 
Polarsystem bilden. Das Nullsystem gehért zu den Polarsystemen; ein 
Polarsystem, bei dem nicht jeder Punkt in seiner Polare liegt, heiBt 
ein gewdhnliches Polarsystem. — 

Einen beliebig gegebenen Punkt O und eine beliebig gegebene Ebene 
P kann man zu homologen Elementen einer dualen Beziehung machen. 
Dadurch wird jeder durch O gehenden Ebene ein in P gelegener Punkt, 
jeder durch O gehenden Geraden eine in P gelegene Gerade zugeordnet, 
und umgekehrt; man erhalt eine reziproke Beziehung zwischen den 
beiden Gebilden zweiter Stufe. Um die durch den Punkt O gehenden 
Ebenen und Geraden auf die Punkte und Geraden der Ebene P reziprok 
za beziehen, kann man zu vier an O liegenden Ebenen, von denen 
keine drei durch eine Gerade gehen, die homologen Punkte, von denen 
keine drei in einer Geraden liegen diirfen, oder zu vier an O liegenden 
Geraden, von denen keine drei einer Ebene angehéren, die homologen 
Geraden, von denen keine drei durch einen Punkt gehen diirfen, be- 
liebig wahlen, und zwar ist durch solche vier Paare die Zuordnung voll- 
kommen bestimmt. — Bez den Gebilden zwetter Stufe gibt es aber noch 
zwei andere Zuordnungsarten, die man duale oder reziproke nennt. Geht 
man von einer ebenen Figur zu einer reziproken zentrischen, von dieser 
zu einer kollinearen ebenen tiber, so heiBen die beiden Planfiguren dual 
oder reziprok; dabei ist jedem Punkte der einen eine Gerade der andern 
zageordnet. Um zwischen zwei Ebenen eine solche Beziehung herzu- 
stellen, kann man zu vier Punkten der einen, von denen keine drei in 
gerader Linie liegen, die homologen Geraden beliebig wahlen, jedoch so, 
da keine drei durch einen Punkt gehen; vier solche Paare bestimmen 
die ganze Beziehung. Geht man von einer zentrischen Figur zu einer 
reziproken ebenen, von dieser zu einer kollinearen zentrischen ber, so 
heiBen die beiden zentrischen Figuren dual oder reziprok; jeder Ge- 
raden der einen entspricht eine Ebene der andern. Ordnet man vier 
durch einen Punkt gehenden Geraden, von denen keine drei in einer 
Ebene liegen, vier ebenfalls durch einen Punkt gehende Ebenen zu, 
von denen keine drei eine Gerade gemein haben, so wird dadurch eine 
und nur eine duale Zuordnung zentrischer Figuren bewirkt. 

Reziproke einfirmige Gebilde sind projektiv; umgekehrt kénnen zwei 
projektive einférmige Gebilde auch reziprok genannt werden, ausge- 
nommen den Fall zweier Punktreihen oder zweier Ebenenbiischel. Da 
die homologen einformigen Gebilde projektiv sind, ist eine Eigenschatt, 
die die reziproken Figuren mit den kollinearen gemein haben. Man 
nennt aus diesem Grunde auch je zwei reziproke Figuren projektiv. Aber 
mit der Kollineation und der Reziprozitaét sind alle Zuordnungsarten 
erschépft, bei denen jedem einformigen Gebilde ein projektives ein- 
formiges Gebilde entspricht. 

Q* 
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Uber die reziproken Gebilde zweiter Stufe ist noch folgendes zu 
bemerken. Duale Planfiguren kann man in derselben Ebene annehmen ; 
wenn alsdann die homologen Elemente vertauschbar sind, so heiBt die 
homologe Linie eines Punktes seine Polare, der homologe Punkt einer 
Linie ihr Pol. Duale zentrische Figuren kénnen an demselben Scheitel 
liegen; wenn alsdann die homologen Elemente vertauschbar sind, so 
heiBt jedes Element die Polare des homologen. Sooft tiberhaupt duale 
Gebilde zweiter Stufe aufeinanderliegen (an einerlei Ebene oder an einer- 
lei Scheitel) und die homologen Elemente vertauschbar sind, nennt man 
je zwei homologe Figuren polarreziprok, die Beziehung eine Polarrezi- 
prozitét, und von den Paaren, die durch eine solche Beziehung ent- 
stehen, sagt man, daB sie ein (ebenes oder zentrisches) Polarsystem 
bilden. 

SchlieBlich fithren wir einige Satze an, die fiir alle Arten von Rezi- 
prozitat und Kollineation gelten: 

Wenn die eine von zwei reziproken Figuren eine gewisse projektive 
Eigenschaft besitzt, so hat die andere die veziproke Eigenschaft. 

Zwei Figuren, die einer dritten reziprok sind, sind kollinear. 

Eine Figur, die zu der einen von zwei kollinearen Figuren reziprok 
ist, ist es auch zur andern. 

Zwei Figuren, die zu einer dritten projektiv sind, sind projektiv. 


§ 19. Kongruente Figuren in der eigentlichen Ebene. 


In § 17 war die Kongruenz als eine besondere Kollineation erkannt 
worden. Es soll nun eine Eigentimlichkeit hergeleitet werden, durch 
die sich die Kongruenz von andern Kollineationen unterscheidet. Dabei 
wird sich Gelegenheit bieten, von den vorstehenden Erérterungen iber 
die Reziprozitat Gebrauch zu machen. Zuvor jedoch ist es nétig, die 
Kongruenz in der eigentlichen Ebene zu betrachten. 

Da8B kongruente Figuren alle Eigenschaften, die sich nur auf das 
Aneinanderliegen der Elemente und die Anordnung von eigentlichen 
Punkten in Geraden beziehen, und mithin insbesondere alle graphischen 
Eigenschaften gemein haben, ist schon in § 14 (Seite 103 und 105) hervor- 
gehoben worden. Es haben aber kongruente Figuren tiberhaupt alle Eigen- 
schaften gemein, die sich mit den bisher eingefiihrten Begriffen definieren 
lassen. Denn diese Begriffe umfassen auBer dem Aneinanderliegen der 
Elemente und der Anordnung von eigentlichen Punkten in Geraden 
nur noch den der Kongruenz; sooft aber in der einen von zwei kongru- 
enten Figuren kongruente Teile vorkommen, sind auch die homologen 
Teile der andern Figur kongruent (§ 14, Seite 105). 

Kongruente (aber verschiedene) Punktreihen, die auf einer und der- 
selben eigentlichen Geraden 7 liegen, haben niemals mehr als einen 
eigentlichen Punkt entsprechend gemein (§ 14, Seite 105). Ist ein eigent- 


§ 19. Kongruente Figuren in der eigentlichen Ebene, ays} 


licher Doppelpunkt 6 vorhanden, so ist die Beziehung involutorisch und 
durch den Punkt b bestimmt; denn nimmt 
man auf 7 den eigentlichen Punkt a be- 
liebig und nennt c den homologen Punkt, 
so sind die Paare ba und bc kongruent, a und c auf verschiedenen 
Seiten von b gelegen, folglich fiir c nur eine einzige Lage méglich, und 
der homologe Punkt zu c ist a. Umgekehrt: Ist die Beziehung involu- 
torisch, so existrert ein eigentlicher Doppelpunkt b; denn sind a und c 
homologe eigentliche Punkte, 6 die Mitte der Strecke ac, b’ der homologe 
Punkt, also acb und cad’ kongruent, so ist b’ die Mitte der Strecke ca 
und folglich mit 6 identisch. Je zwei in dieser Weise aufeinander be- 
zogene Punktreihen einer eigentlichen Geraden heiBen invers kongruent. 
Sie besitzen auBer dem eigentlichen Doppelpunkte 6 noch einen un- 
eigentlichen Doppelpunkt £ (vgl. § 14 Seite 107), der auf der Geraden / 
durch 6 vollig bestimmt wird; wir wollen 6 den mit b verkniipften) 
Punkt der Geraden / nennen. Der Mittelpunkt einer Strecke ac wird 
allemal durch ihre Endpunkte von dem mit der Mitte verkniipften 
Punkte der Geraden ac harmonisch getrennt. 

Liegen zwei kongruente Punktreihen auf einer und derselben eigent- 
lichen Geraden /, ohne einen eigentlichen Punkt entsprechend gemein 
zu haben, so sind sie nicht involutorisch und heiBen divekt kongruent. 
Ist dann dem eigentlichen Punkte a der Punkt 6, diesem der Punkt c 
zageordnet und f der mit 6 verkniipfte Punkt der /, so sind a, 6, c von- 
einander verschieden, ab und bc kongruent, 6 die Mitte der Strecke ac, 
acbp harmonisch, und es kann also der gegen Ende des § 16 bewiesene 
Satz auf die Paare bf angewendet werden. Der Punkt f ist danach 
fiir alle Lagen von 0 derselbe, oder er verandert sich immer mit 6. Im 
ersten Falle nennen wir 8 den absoluten®) Punkt der Geraden 7; im 
zweiten Falle bilden die Paare 08 eine Involution, die die absolute In- 
volution auf der Geraden 7 genannt werden soll. — Zwei identische 
Punktreihen auf / sind einander stets kongruent und zwar zu den direkt 
kongruenten zu rechnen. 

Beim Ubergange von einer Figur zu einer kongruenten gehen je 
zwei verkniipfte Punkte der Geraden 7 in verkniipfte Punkte der ent- 
sprechenden Geraden iiber. Wenn daher / einen absoluten Punkt besitzt, 
so gilt dies auch von jeder andern eigentlichen Geraden. Es sind dann 
auf jeder eigentlichen Geraden alle eigentlichen Punkte mit dem ab- 
soluten Punkte der Geraden verkniipft; die Beziehung zwischen zwei 
direkt kongruenten Punktreihen auf der eigentlichen Geraden ist nach 
der in § 16 eingefiihrten Ausdrucksweise eine Aquivalenz, die den ab- 
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1) In Anlehnung an eine Ausdrucksweise von Reye, Journal fiir die reine und 
angewandte Mathematik Bd. 82, S. IAS, Mey, 

2) Das Wort ,,absolut‘‘ wird hier und im folgenden in dem von Cayley, Phil. 
Trans., Vol. 149 (1859), eingefiihrten Sinn gebraucht. 
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soluten Punkt zum Grenzpunkte hat; je zwei direkt kongruente Punkt- 
paare der eigentlichen Geraden sind fiir deren absoluten Punkt aqui- 
valent. Wenn aber f eine absolute Involution besitzt, so erhalt man 
auch auf jeder andern eigentlichen Geraden eine absolute Involution. 
Hiernach gibt es entweder auf jeder eigentlichen Geraden einen ab- 
soluten Punkt oder auf jeder eigentlichen Geraden eine absolute In- 
volution. Nimmt man das Erste an, so erhalt man die Ewklidische 
Geometrie; die andere Annahme fiihrt zu Nichteuklidischer Geometrie. 
Welche Annahme der Wirklichkeit entspricht, geht aus den der bis- 
herigen Entwicklung zugrunde gelegten Tatsachen nicht hervor. — 
Kongruente (aber verschiedene) Figuren in einer eigentlichen Ebene 
E haben niemals drei eigentliche Punkte, die nicht in gerader Linie 
liegen, entsprechend gemein (§ 14, Seite 105). Wenn zwei ergentliche 
Punkte a, b sich selbst entsprechen sollen, so miissen alle Punkte der 
Verbindungslinie f von a und b sich selbst entsprechen, die Bezvehung 
wird durch die eigentliche Gerade f vollig bestimmt, und je zwet homologe 
Punkte sind vertauschbar. Denn nimmt man in der Ebene F den eigent- 
a lichen Punkt c auBerhalb der / beliebig 
und bezeichnet mit d den homologen 
Punkt, so sollen in der Ebene E die F1- 
a guren abc und abd kongruent sein, d ist 
Abb. 46. also nach dem IX. Kernsatz in § 13 be- 
stimmt, und zwar miissen c und d auf 
verschiedenen Seiten der / liegen; der eigentliche Punkt y, in dem die 
Geraden / und cd sich treffen, entspricht sich selbst, ebenso die Gerade 
cd, die auf cd entstehenden kongruenten Punktreihen haben den Doppel- 
punkt y, liegen mithin involutorisch, und es sind also auch dc ho- 
molog. — Die beiden Figuren haben noch einen uneigentlichen Punkt 
F auBerhalb der /, naimlich den auf cd mit y verknipften Punkt, aber 
sonst keinen auBerhalb der / gelegenen Punkt (§ 17) entsprechend gemein. 
Der Punkt F heiBt der absolute Pol der Geraden f in der Ebene E und 
ist mit jedem eigentlichen Punkte 6 der f verkniipft; denn bei der 
vorhin betrachteten Kongruenz entspricht die Gerade 6F sich selbst, und 
es liegen auf ihr kongruente Punktreihen mit den Doppelpunkten 6 und F. 
Eine Kongruenz dieser Art entsteht, wenn man auf zwei durch 
einen eigentlichen Punkt 
S gezogenen Strahlen }, 
c von S aus kongruente 
Streeken %S\ Ps Oaut: 
tragt. Nach dem V. Kern- 
satze in $13 sind die 
Figuren PSQ und QS P kongruent; dabei entspricht die Gerade PQ sich 
selbst, ebenso die Mitte der Strecke PQ, iiberhaupt alle Punkte des 
Strahls /, der diese Mitte mit S verbindet. — 


Abb. 47. Abb. 48 (zu Seite 135). 
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Auch 6 und ¢c, ¢ und 6 sind homolog; folglich sind die Figuren bc und 
cb kongruent. — Wenn insbesondere c einen absoluten Pol B von d enthilt, 
so kann man einen Punkt C so angeben, daf die Figuren bc B und cbC 
kongruent werden; es liegt dann C in 6 und ist der absolute Pol von c in 
der Ebene 6c; die Beziehung zwischen den Strahlen } und ¢ ist also 
gegenseitig, die Strahlen werden aufeinander senkrecht genannt. In jedem 
Strahlenbiischel mit eigentlichem Scheitel steht jeder Strahl auf einem 
und nur einem Strahle des Biischels senkrecht, und diese beiden Strahlen 
sind voneinander verschieden. Aus jedem eigentlichen Punkte kann 
man nach jeder nicht an ihm gelegenen eigentlichen Geraden eine und 
nur eine Senkrechte ziehen. 

AuBerdem bieten sich hier noch folgende Satze dar. 

J. Tragt man auf zwei durch einen eigentlichen Punkt S gezogenen 
Strahlen 6, c von S aus kongruente Strecken SP, SQ und auf den 
anderen Schenkeln der Strahlen 6, c von S aus kongruente Strecken 
SP’, SQ’ auf, so sind die Figuren P’SQ und Q’S P kongruent. 

Beweis: Da die Figuren SPQ und SQP kongruent sind, so gibt 
es einen Punkt Q, derart, daB die Figuren P’S PQ und Q,SQP kon- 
gruent ausfallen; Q, liegt in der Geraden SQ, d.i. c, aber nicht im 
Schenkel SQ. Die Strecken SQ, und S P’ sind kongruent, folglich auch 
SOpeundS 0") O;emitO- identisch; .P"S PQ) und: Q'SQP kongruent 

2. Liegen in einer Ebene die eigentlichen Punkte A BCD derart, 
daB die Strecken AC und AD kongruent sind, ebenso BC und BD, 
so sind die Figuren A BCD und ABDC kongruent. 

Beweis: Sollten AC D in eine Gerade fallen und zugleich auch BCD, 
so kann A sich nicht von B unterscheiden. Ich nehme daher an, daB 
etwa ACD nicht in gerader Linie liegen; dann sind 


die Figuren ACD und ADC kongruent, und ich kann a 

in der Ebene ACD den Punkt B, so wahlen, daf die , 
Figuren ABCD und AB,DC kongruent ausfallen. 

Liegen A und B auf derselben Seite von CD, so gilt i 

dies auch von A und B,, und umgekehrt; folglich Abb. 49. 


liegen B und B, nicht auf verschiedenen Seiten von 
CD. Da nun BCD und BDC, BCD und B,DC, folglich BDC und 
B,DC kongruent sind, so ist B, mit B identisch. 

3. Liegen die eigentlichen Punkte ABC beliebig und die eigent- 
lichen Punkte A’ B’C’ derart, daB die Strecken AB, AC, BC den 
Strecken A’ B’, A’C’, B’C’ kongruent sind, so sind die Figuren A BC 
und A’ B’C’ kongruent. 

Beweis: In einer durch A BC gelegten Ebene kann ich den Punkt D 
so wihlen, daB ABD und A’ B’C’ kongruent werden. Es sind dann 
AC und AD, BC und BD kongruent, folglich nach dem vorigen Satze 
ABC und ABD. 

4, Wenn in einer eigentlichen Ebene E zwei kongruente Figuren 
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derart liegen, daB zwei eigentliche Punkte PP’ einander in beiderle1 
Sinn entsprechen, und da8 sich zwei auf verschiedenen Seiten der Ge- 
raden PP’ gelegene homologe eigentliche Punkte QQ’ vorfinden, so 
ist die Mitte S der Strecke PP’ und jeder in der Ebene E durch S ge- 
zogene Strahl sich selbst zugeordnet, und je zwei homologe eigentliche 
Punkte liegen auf verschiedenen Seiten von S. 
Beweis: Zundchst entspricht der Strahl PP’ sich selbst, auf ihm 
liegen zwei invers kongruente Punktreihen mit dem Doppelpunkte S, 
; die Strecken SP und SP’ sind kongruent. 
*¢ Auf irgendeinem andern Strahle des Biischels 
S in der Ebene E mache man von S aus 
die Strecken SR und SR’ mit SP und SP’ 
kongruent, indem man etwa FR mit Q, also 
R’ mit Q’ auf einerlei Seite von P P’ annimmt, 
und nenne A, den homologen Punkt zu Rk, 
Abb. 50. Nach Satz1l sind P’S Rund Rk’ S P kongruent, 
folglich sind es auch P’S R und PSR’, PSR, 
und PSR’; itberdies liegen Q’ und R,, also auch R’ und R, auf einerlei 
Seite von PP’. Hiernach fallt R, mit R’ zusammen, Rund R’sindhomolog. 
5. Wenn in einer eigentlichen Ebene E zwei kongruente Figuren 
derart liegen, daB zwei eigentliche Punkte PP’ einander in beiderlei 
Sinn entsprechen, und daB sich zwei auf derselben Seite der Geraden 
PP’ gelegene zugeordnete eigentliche Punkte QQ’ vorfinden, so sind 
alle Punkte der Geraden /, die in der Ebene E auf der Geraden PP’ 
‘im Mittelpunkte S der Strecke P P’ senkrecht steht, sich selbst homolog. 
Beweis: Da der Strahl PP’ und der 
t Punkt S sich selbst entsprechen, so fallt 
og op’ auch der Strahl f mit dem homologen zu- 
ig sammen. Auf /nehme ich den eigentlichen 
Punkt R, mit Q und Q’ auf einerlei Seite 
von PP’, und bezeichne mit R’ den ho- 
mologen Punkt; da R’ mit Q’, also R mit 
R’ auf einer Seite von PP’ liegen muB, 
so fallt R’ mit R zusammen. 
Abb. 51, 6. Werden durch einen eigentlichen 
Punkt S zwei Strahlen b und c, nicht senk- 
recht zueinander, gezogen, so liegt im Biischel dc ein und nur ein 
von c verschiedener Strahl c’, der kongruente Figuren bc und bc’ ergibt. 
Beweis: Ich nehme auf c den eigentlichen Punkt Q beliebig (von 
S verschieden). Sollen bei einer Kongruenz in der Ebene bc die Ele- 
mente 6 und S sich selbst entsprechen, aber nicht c, so miissen auf 5 
entweder alle Punkte sich selbst zugeordnet oder eine inverse Kongruenz 
mit dem Doppelpunkte S angenommen werden. Ist im ersten Fall Oxder 
homologe Punkt zu Q, so geht die Gerade QQ, durch den absoluten Pol 
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der 6 in der Ebene bc, d.h. sie steht auf b senkrecht und ist also von c 
verschieden, Q, nicht in c gelegen; die hier- 
nach von c verschiedene Verbindungslinie c’ 
der Punkte S und Q, ist mit c homolog. Im 
zweiten Falle seien Q und Q, zugeordnete 
Punkte; aus Satz 4 wird man folgern, daB sie 
auf einerlei Seite von 0b liegen miissen, also 
Q, und Q, auf verschiedenen Seiten. Macht Abb. 52, 

man auf 6 die Strecken SP und SP’ kon- 

gruent, so sind SPQ und S P’Q, kongruent, zugleich SPQ und SPQ,, 
folglich SPQ, und SP’Q,, SPP’Q, und SP’ PQ,. Nach Satz 4 fallen 
daher die Strahlen SQ, und SQ, zusammen, und man erhalt wieder c’ 
als zugeordneten Strahl zu c. 

7. Wird bei einer Kongruenz in einem Strahlenbiischel mit eigent- 
lichem Scheitel S der Strahl 0 sich selbst zugeordnet, so ist auch der 
auf 6b senkrechte Strahl 6 des Bischels ein Doppelstrahl, und es werden 
entweder je zwei homologe Strahlen durch bf harmonisch getrennt, 
oder es entspricht jeder Strahl sich selbst. 

Beweis: Der homologe Strahl zu f ist senkrecht zu 0, also mit B 
identisch. Ich nehme nun im Biischel 0f einen dritten Strahl c und 
nenne c’ den homologen Strahl. Fallen c und c’ zusammen, so gilt dies 
von allen Strahlen; anderenfalls gehdrt zu c’ ein von c’ verschiedener 
homologer Strahl d, der bc’ und dd, also be und bd kongruent 
macht und mithin nach dem vorigen Satze von c nicht verschieden sein 
kann, die Beziehung ist also involutorisch und hat die beiden Doppel- 
strahlen Df. 

Zwei kongruente (aber verschiedene) Strahlenbiischel in einer Ebene, 
die einen und denselben eigentlichen Punkt zum Scheitel haben, heiBen 
invers kongruent, wenn Doppelstrahlen vorkommen, andernfalls direkt 
kongruent. Zwei identische Strahlenbiischel sind allemal zu den direkt 
kongruenten zu rechnen. 

Invers kongruente Biischel liegen in Involution und haben zwei auf- 
einander senkrechte Doppelstrahlen, die Beziehung ist durch einen 
Doppelstrahl bestimmt; nach Satz 4 ist auf dem einen Doppelstrahl 
jeder Punkt sich selbst homolog, wahrend auf dem andern invers kon- 
gruente Punktreihen liegen; nach §16 (Seite 119) wird kein Paar homo- 
loger Strahlen durch ein andres getrennt. 

8. Wird durch den eigentlichen Punkt S irgendeine Ebene F an- 
genommen, so liegen die in der Ebene E mit S verkniipften Punkte 
auf einer Geraden. 

Beweis: In der Ebene E lege ich durch S zwei senkrechte Strahlen 
aa, einen beliebigen dritten Strahl 6 und zu axb den vierten harmo- 
nischen Strahl c, so daB ab und ac kongruent werden. Sind a,a,6,¢, 
die auf axbc mit S verkniipften Punkte, so sind a,a, die absoluten 
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Pole von «a in der Ebene FE. Ich stelle nun in der Ebene EF eine Kon- 
gruenz auf, bei der alle Punkte der a@ sich 
selbst, die Strahlen bc einander entsprechen ; 
auch 6, und c, werden homolog, und den 
eigentlichen Punkten A B der b werden A’ B’ 
auf c zugeordnet. Die Punktreihen SA Bd,, 
SA’ B'c, sind perspektiv, die Strahlen A A’ 
Abb. 53. und BB’ stehen senkrecht auf a und treffen 
sich ina,, folglich geht b,c, durch a,. Aber 
dann muB b,c, ebenso durch a, gehen, d.h. auf der Geraden a,«, liegt 
b, und mithin jeder mit S verkniipfte Punkt der Ebene £. 

Diese Gerade heiBe die absolute Polare des Punktes S in der Ebene E. 
Sie enthalt den Punkt S nicht, ist itberhaupt eine uneigentliche Gerade ; 
jeder ihrer Punkte ist mit S verkniipft. Sie ist zugleich der Ort der 
absoluten Pole, die in der Ebene E£ zu den in dieser Ebene durch S 
gelegten Strahlen gehéren. 

9. Liegen an einem eigentlichen Punkte S und an einer Ebene 
zwei kongruente Strahlenbiischel derart, daB zwei nicht senkrechte 
Strahlen cc’ einander in beiderlei Sinn entsprechen, so sind die 
Biischel invers kongruent; die Beziehung ist durch das Paar cc’ 
bestimmt. 

Beweis: Machen wir auf c die Strecken SC und SC, kongruent 
und nennen C’ den auf c’ gelegenen homo- 
logen Punkt zu C, so werden SC und SC’ 
kongruent. Der homologe Punkt zu C’ soll 


auf c liegen und ist daher C;. denn sonst 

waren C’C, homolog, SCC’ und SC’C, 

Abb. 54. kongruent, also SCC’ und SC,C’ kongru- 

ent, c aut c’ senkrecht. Folglich entspricht 

die Gerade CC’ sich selbst, ebenso die Mitte der Strecke CC’ und der 
Strahl 6, der diese Mitte mit S verbindet, usw. 

10. In jedem Strahlenbiischel mit eigentlichem Scheitel bilden die 
Paare senkrechter Strahlen 08 eine Involution. 

Beweis: Nimmt man in dem Biischel den Strahl a@ beliebig, aber 
von 6 und # verschieden, so sind ab homologe 
Strahlen einer, nach Satz 6 védllig bestimmten, 
nicht involutorischen (also direkten) Kongruenz 
in dem Biischel; dem Strahle 6 entspricht ein von 
a und b verschiedener Strahl c, der ba und bc 

Abb. 56. kongruent macht. Zu acb ist B der vierte har- 
monische Strahl. Mit b variiert nun f, und die 
Paare 0B bilden eine Involution (§16 am Ende). 

Diese Involution soll die absolute Involution in dem Strahlenbiischel 

genannt werden; sie hat keine Doppelstrahlen. 
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_1i. In jedem Strahlenbiischel mit eigentlichem Scheitel S wird 
durch Zuordnung zweier beliebiger Strahlen eine direkte Kongruenz 
bestimmt. 

Beweis: Sind die beiden Strahlen nicht senkrecht, so folgt die Be- 
hauptung, wie bereits im vorigen Beweise erwahnt wurde, aus Satz 6. 
Werden aber zwei senkrechte Strahlen ax einander zugeordnet, so muB 
die Beziehung involutorisch werden. Es seien 
dann AB homologe eigentliche Punkte von az, “ 
und auf aseien die Strecken SA, SC kongruent. 
Dem Punkte B ist A oder C zugeordnet; ware 
es A, so gabe es nach Satz 5 einen Doppel- 
strahl; folglich sind BC homolog. Man ziehe 
nun einen Strahl 6 des Biischels zwischen A 
und £8 hindurch und nenne f den (in beiderlei 
Sinn) homologen Strahl. Da f zwischen B und 
C hindurchgeht, so werden aa durch bf ge- 
trennt, die durch die Paare SS, AB, BC bestimmte Kongruenz ist 
direkt, die Strahlen bf stehen aufeinander senkrecht. Durch die beiden 
Paare aa, bf ist die Involution bestimmt, sie fallt daher mit der ab- 
soluten Involution des Biischels zusammen. 

Die direkte Kongruenz im Strahlenbiischel ist hierdurch im all- 
gemeinen nicht involutorisch, nur die absolute Involution des Biischels 
ist als eine direkte Kongruenz aufzufassen. Je zwei senkrechte Strahlen 
des Biischels werden durch jedes andere Paar senkrechter Strahlen des- 
selben getrennt. 

12. Sind zwischen drei eigentlichen Punkten A BC senkrechte Strah- 
len AB, AC gezogen und aus A nach BC eine Senkrechte gefallt, die 
der BC in a begegnet, so liegt a zwischen B und C. 

Beweis: Lage etwa C zwischen a und B, so miiBte 
der Schnittpunkt 6 der AB mit der auf BC im 
Punkte C und in der Ebene A BC errichteten Senk- 
rechten zwischen A und B fallen. Errichtet man in 
derselben Ebene Cy senkrecht auf AC, so waren 
die Senkrechten CA, Cy durch die Senkrechten 
CB, CB nicht getrennt. 

13. Liegen die eigentlichen Punkte A BC beliebig, nicht in gerader 
Linie, und werden die Geraden BC, CA, AB von den aus A, B, C 
nach ihnen gefallten Senkrechten in a, 0, c ge- 
troffen, so liegt entweder a zwischen B und C, oder 
b zwischen C und A, oder c zwischen A und B. 

Beweis: Nehmen wir an, daB etwa b nicht , rc 
zwischen C und A liegt, sondern A zwischen 0 
und C. Die Senkrechte auf AC in A und in der Bue 
Ebene A BC trifft dann BC in B zwischen B und Abb. 58. 


co 


Abb. 56. 


Abb. 57. 
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C (oder in B selbst), folglich liegt @ zwischen 6 und C (Satz 12), d.i. 
zwischen B und C. 

14. Wird der eigentliche Punkt S sich selbst, der Schenkel Sy 
dem Schenkel SF zugeordnet so wird dadurch in der Ebene SPF’ 
eine und nur eine Kongruenz bestimmt, bei der das Biischel S in ein 
direkt kongruentes wbergeht. 

Beweis: Dem eigentlichen Punkte A im Schenkel SF entspricht 
ein bestimmter Punkt A’ im Schenkel SF’. Wird der eigentliche Punkt 
B in der Ebene SPF’ au8erhalb des Strahles SF 
und der in dem Biischel gelegenen Senkrechten ge- 
wahlt, so gibt es in der Ebene SF’ zwei Punkte 
B’ und B,, die SA’ B’ und SA’ B, mit SAB kon- 
gruent machen. Die Strahlen SB’ und SB, fallen 
nicht zusammen; einer von ihnen, etwa SB’, ist 
dem Strahle SB zuzuordnen (10), und B’ ist dann 
der homologe Punkt zu B. 

Wenn eine Figur durch eine solche Kongruenz 

Abb. 59. in eine andere ittbergeht, so sagt man, sie sei in 

der Ebene SFF’ um S gedreht. Hierher gehort 

insbesondere diejenige Kongruenz, bei der je zwei homologe Punkte 
mit S auf einer Geraden liegen (vgl. Satz 4). 

15. Wird die eigentliche Gerade g der Ebene E sich selbst und auf 
g dem eigentlichen Punkte A der Punkt A’ zugeordnet, so wird dadurch 
in der Ebene £ eine und nur eine Kongruenz bestimmt, bei der auf g 
direkt kongruente Punktreihen entstehen und zwei homologe eigent- 
liche Punkte (B, B’) auf einerlei Seite der g sich vorfinden. 

Beweis: Der Punkt A’ soll nicht in A, 
sondern etwa in A” itbergehen. Ist nun M 
die Mitte der Strecke AA’, so drehe man 
zuerst um M so, daB A nach A’ gelangt; 

7  dabeigeht A’ in A, Bin B, tber, Bund B, 
liegen in der Geraden MB auf verschie- 
denen Seiten der g. Hierauf drehe man 

Abb. 60. um A’ so, daB A nach A” gelangt; da- 
bei mu8 B, in B’ iibergehen, und man er- 
kennt also zugleich, daB die Strecke B, B’ in A’ ihren Mittelpunkt besitzt. 

Wenn eine Figur durch eine solche Kongruenz in eine andere iiber- 
geht, so sagt man, sie sei in der Ebene E langs der Geraden g verschoben. 
Die Verschiebung 1a8t sich auf zwei Drehungen zuriickfiihren. 

§ 20. Die absoluten Polarsysteme’). 

Wir werden jetzt an den Begriff der absoluten Polare ankniipfen. 

Es seien RST eigentliche Punkte in einer Ebene E, rst ihre absoluten 


1) Cayley hat bemerkt, daB die metrischen Eigenschaften der Figuren in der 
Euklidischen Geometrie als besondere Falle von projektiven Eigenschaften er- 
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Polaren in E; die Gerade RS wird von 7 in dem mit R verkniipften 
Punkte R’, von s in dem mit S verkniipften S’ geschnitten; 7 und s 
enthalten den absoluten Pol der RS in E. Macht man nun die Annahme, 
die zur Euklidischen Geometrie fiihrt, so fallt 
R’ mit S’ zusammen, namlich in den absoluten 
Punkt der RS, folglich haben y und s zwei 
Punkte gemein und fallen in ein und dieselbe 
Gerade e, die die absolute Gerade der Ebene E 
genannt werden mag. Jeder eigentliche Punkt 
der Ebene EF hat e zur absoluten Polare, von Abb. 61. 

jeder eigentlichen Geraden enthalt e den ab- 

soluten Pol und schneidet sie in ihrem absoluten Punkte. Aus der in 
E zum Punkte R gehorigen absoluten Involution ax 6B cy ... schnei- 
det e involutorische Punktepaare a,a, 0,6, c,y, ... heraus; zieht man 
nun in £ durch S den Strahl «’ senkrecht zu a, den Strahl a’ senkrecht 
zu a’, so treffen sich « und «’ in w,, aund a’ ina,, d.h. e schneidet auch 
aus der in EF zu S gehorigen absoluten Involution die Punktepaare a, «,, 
b,B,, ¢yy,, ..-heraus. Die so auf e entstehende Involution mag die ab- 
solute Involution der Ebene E genannt werden; je zwei ihrer Paare 
liegen getrennt, Doppelpunkte sind nicht vorhanden. 

Wesentlich anders gestaltet sich die Sache bei derjenigen Annahme, 
der Nichteuklidische Geometrie entspricht. Hier ist R’ von S’, y von s 
verschieden, der Punkt vs der absolute Pol der RS in E; in gleicher 
Beziehung steht der Punkt s¢ zur Geraden ST, der Punkt rt zur Ge- 
raden RT. Gehen vst durch einen Punkt, so liegen RST auf einer 
Geraden; denn jener Punkt ist dann absoluter Pol der RS und der 
RT, mithin RS mit RT identisch. Sind also A BC Deigentliche Punkte 
der E, von denen keine drei in gerader Linie liegen, und abcd ihre 
absoluten Polaren in EF, so gehen von diesen keine drei’ durch einen 
Punkt, und es wird in der Ebene E durch die Paare Aa, Bb, Cc, Dd 
eine Reziprozitat bestimmt, bei der den Geraden AB, AC, AD ihre 
absoluten Pole B, y, 6 (d.i. ab, ac, ad) entsprechen. Es werde mit P 
ein fiinfter eigentlicher Punkt der £, mit ¢ der dem Strahle AP zu- 
geordnete (mit B, y, 6 auf a gelegene) Punkt bezeichnet. Die Figuren 
A(BCDP) und Byde werden projektiv, Byde und A (fyde) perspektiv, 
folglich A(BCDP) und A (Byde) projektiv; die Strahlen AB und Af 
bilden ein Paar der absoluten Involution in demselben Biischel, ebenso 
AC und Ay, AD und A6é, folglich gilt dies auch von A P und Ae, d. h. 
€ ist absoluter Pol der AP. In gleicher Weise liefern bei jener Rezi- 
prozitat BP, CP, DP als homologe Punkte ihre absoluten Pole, mit- 


scheinen, wenn man gewisse Gebilde zuzieht, die hier durch ein ,,absolutes Polar- 
system‘‘ vertreten werden; vgl. die auf Seite 133 angefiihrte Abhandlung. Diese 
Theorie hat F. Klein (Math.Ann. Bd. 4, S. 573ff., 1871) auf die nichteuklidische 
Geometrie ausgedehnt und aus anderen Gesichtspunkten beleuchtet. 
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hin P als homologe Gerade seine absolute Polare. Uberhaupt ist jedem 
eigentlichen Punkte seine absolute Polare, jeder eigentlichen Geraden 
ihr absoluter Pol zugeordnet, die Reziprozitat von den Punkten A BCD 
unabhangig. Sind nun «’ und f’ die homologen Punkte zu den Ge- 
raden Af und Bf, also «’f’ die homologe Gerade zu , so liegen «’ 
und f’ auf der Geraden A B, die somit dem Punkte f entspricht ; ebenso 
ist CA die homologe Gerade zu y, also A der homologe Punkt zu a. 
Da hiernach auch die Paare aA, 0B, cC, dD der betrachteten Be- 
ziehung angehoren, so ist diese als Polarreziprozitat zu bezeichnen; wir 
nennen sie die absolute Polarreziprozitat der Ebene E, die Paare homologer 
Elemente bilden das absolute Polarsystem der Ebene E. 

Indem wir jetzt aus der Ebene heraustreten und zunachst die Eukli- 
dische Geometrie von der anderen nicht trennen, betrachten wir einen 
Strahl e durch den eigentlichen Punkt P, drei 
auf e senkrechte Strahlen fg durch P und 
einen beliebigen Strahl k des Biischels fg. 
Mit A und B bezeichnen wir eigentliche 
Punkte von / und g auf verschiedenen Seiten 
von k, so daB Rk von der Geraden AB in 
einem eigentlichen Punkte C geschnitten 
wird; auf e machen wir die Strecken PD, 
PD’ kongruent. Es werden dann AD und 
AD’ kongruent, ebenso BD und BD’, folg- 
lich auch 405.) und AbD arAGs DG undmeALs 4G) Gain Da Gr 
PCD und PCD’, folglich e senkrecht zu k. Die Ebenen ef und fg 
schneiden sich daher in einer auf e senkrechten, also mit / identischen 
Geraden, d.h. / liegt in der Ebene fg. Demnach ist der Ort aller Ge- 
raden, die auf e in P senkrecht stehen, eine Ebene £; man nennt e 
und E senkrecht zueinander. Durch jeden eigentlichen Punkt geht eine 
und nur eine Ebene, die auf einer gegebenen eigentlichen Geraden senk- 
recht steht. Steht die Gerade e’ auf E in Q senkrecht, so steht auch 
die in E auf PQ durch Q errichtete Senkrechte /’ auf e’ senkrecht; 
macht man auf /’ die Strecken QF und QG kongruent, so werden PF 
und PG kongruent, weiter DF und DG, DQF und DQG, folglich ist /’ 
senkrecht zu DQ, tiberhaupt zur Ebene eQ, e’ in der Ebene eQ, e und e’ 
in einer Ebene (Eukl. XI, 6). Hiernach geht durch jeden eigentlichen 
Punkt R eine und nur eine Gerade 7, die auf einer gegebenen eigent- 
lichen Ebene E senkrecht steht; denn liegt R auf FE, und zieht man 
in — durch R zwei Strahlen st, sodann durch R zwei auf s bzw. ¢ senk- 
rechte Ebenen S und 7, so ist die Gerade ST senkrecht auf der Ebene 
st; egt aber FR nicht auf E, und errichtet man in einem auf E gelegenen 
eigentlichen Punkte Q die Senkrechte e’ auf E, so mu 7 in die Ebene 
P’ fallen usw. 

Alle Senkrechten auf einer eigentlichen Ebene gehen durch einen 
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(uneigentlichen) Punkt. Wir nennen ihn den absoluten Pol der Ebene; 
er ist mit allen eigentlichen Punkten der Ebene verkniipft; jede durch 
ihn gezogene eigentliche Gerade steht auf der Ebene senkrecht; zu jeder 
eigentlichen Geraden der Ebene ist er absoluter Pol. Werden durch 
eine eigentliche Gerade zwei Ebenen E und E’ derart gelegt, daB E’ 
den absoluten Pol von F enthilt, so liegt der absolute Pol von E’ in E; 
jede Senkrechte, auf der Geraden EE’ in der einen Ebene errichtet, 
steht auf der andren Ebene senkrecht; solche Ebenen heiBen senkrecht. 
Jede Ebene, die eine zur Ebene EF senkrechte Gerade enthalt, steht 
senkrecht auf &. Legt man durch einen eigentlichen Punkt drei paar- 
weise senkrechte Ebenen, so sind je zwei Durchschnittslinien auf ein- 
ander senkrecht. 

Durch die eigentliche Gerade g lege man Paare senkrechter Ebenen 
aw, bf, ... und durch den eigentlichen Punkt P der g eine Ebene senk- 
recht zu g. Diese Ebene schneidet aus jenen Paaren die Strahlenpaare 
@,%,, 0,8,, ... heraus, die durch P gehen und involutorisch liegen. 
Also bilden auch die Paare au, 68, ... im Ebenenbiischel g eine Involu- 
tion; diese werde die absolute Involution im Ebenenbiischel g genannt. Je 
zwei ihrer Paare liegen getrennt, Doppelebenen sind nicht vorhanden. — 

Um die Kongruenz im Ebenenbiischel naher zu untersuchen, stellen 
wir zuerst folgenden Satz auf: Sind POR ... Ebenen an der eigent- 
lichen Geraden g, pqr ... und p'q'r ... Schnitte des Ebenenbiischels 
POR... mit Ebenen, die auf g (in A bzw. A’) 
senkrecht stehen, so sind die Strahlenbiischel 
bar ... und p'q'r ... kongruent. Beweis: 
Auf ##’, qq’, v7’, ... verzeichne ich die Paare 
kongruenter Strecken AB A’B’, AC A'C’, 
ADTA Dis eje aut derselben Seite der ¢ und 
nenne M die Mitte der Strecke AA’; die in 
M auf g senkrechte Ebene wird die Strecken 
BB’, CC’ in zwei Punkten N, O schneiden. 
Da MNAB und MNA'B', MOAC und 
MOA'C’ kongruent sind, so ist N die Mitte 
der BB’, O die Mitte der CC’, MN senkrecht Abb. 63. 
auf BB’, MO auf CC’; die Ebene MNO ist 
senkrecht auf g, mithin auf P, auf BB’, auf CC’, demnach BB’ und 
CC’ auf NO, NOBC und NOB’C’ kongruent, weiter BC und B’C’, 
ABC und A’B’C’, ebenso ABD und A’B'D' usw. Liegen nun C 
und D auf derselben Seite der #, so liegen C und D, C und C’, D und 
D’, C’ und D’ auf derselben Seite der P, folglich C’ und D’ auf der- 
selben Seite der p’; liegen dagegen C und D auf verschiedenen Seiten 
der p, so liegen C’ und D’ auf verschiedenen Seiten der p’. Folglich 
sind auch ABCD und A’B’C'D’ kongruent, ttberhaupt ABCD... 
Une A 3B CLG ymithimpgr.|:.und p'q' 74, 
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Die hierbeiauftretende Kongruenz zwischen A BCD... und A’ B’C’ D’ 
_.. l4Bt sich erweitern; dabei entsprechen gPQR ... sich selbst, und 
die auf g entstehende Kongruenz ist eine direkte, da sonst die drei 
nicht in gerader Linie gelegenen Punkte MNO sich selbst entsprechen 
miiBten. Wird die eigentliche Gerade g sich selbst und auf g dem eigent- 
lichen Punkte A der Punkt A' zugeordnet, so wird dadurch eine und nur 
eine Kongruenz bestimmt, bei der auf g direkt kongruente Punktrethen 
entstehen und zwei homologe eigentliche Punkte in einer Ebene mit g und 
auf einerlet Seite der g sich vorfinden; dabei entspricht jede Ebene des 
Biischels g sich selbst, und jede in einer Ebene mit g enthaltene Figur 
wird in dieser Ebene lings g verschoben. Wird tiberhaupt eine Figur 
durch eine solche Kongruenz in eine andere tibergefiihrt, so sagt man, 
sie werde langs der Geraden g verschoben. 

Werden durch die eigentliche Gerade g zwei kongruente Ebenenbiischel 
POR... und P'O'R' ... gelegt und aus diesen durch eine auf g senk- 
vechte Ebene die (konzentrischen) Strahlenbiischel pqr ... und p'q'r' .. 
herausgeschnitten, so sind pqr ... und p'q'r' ... kongruent. — Beweis: 
Die beiden Ebenenbiischel sind homologe Figuren einer Kongruenz, bei 
der g sich selbst entspricht. Schneidet die zur Ebene pq homologe 
Ebene, die ebenfalls auf g senkrecht steht, aus P’Q’ R’ ... das Strahlen- 
biischel $,9,7, ... heraus, so sind $f, 99,, 77,, ... homolog, mithin 
pqr...und f,g,7,..’. kongruent; auBerdem sind #’q’7’...und £,q,7, . «- 
kongruent. — Die Figuren PQ und QP sind kongruent. Steht P nicht 
senkrecht auf Q, so liegt im Biischel g eine und nur eine von P ver- 
schiedene Ebene //, die kongruente Figuren PQ und //Q ergibt, und 
die vierte harmonische Ebene zu P//Q steht senkrecht auf Q. 

Die Kongruenz der Strahlenbiischel gv... und p’q’r’ ... ist ent- 
weder fiir alle Lagen ihrer auf g senkrechten Ebene direkt oder fiir alle 
diese Lagen invers. Im ersten Fall heiBt die Kongruenz der aufein- 
anderliegenden Ebenenbiischel POR... und P’Q’R’ ... direkt, im 
zweiten Fall invers. Ist die Kongruenz direkt, so entsprechen entweder 
alle Ebenen sich selbst oder keine ; die Beziehung ist durch zwei homologe 
Ebenen bestimmt und im allgemeinen nicht involutorisch, nur die ab- 
solute Involution des Biischels g ist als eine direkte Kongruenz auf- 
zufassen. Ist jene Kongruenz invers, so ist sie involutorisch und hat 
zwei zueinander senkrechte Doppelebenen. 

Es gibt eine und nur eine Kongruenz, bei der alle Punkte der eigent- 
lichen Geraden g sich selbst entsprechen und der Schenkel gF in den Schenkel 
gf’ iibergeht. Jede auf g senkrechte Ebene E entspricht dabei sich selbst, 
und in ihr entstehen kongruente Strahlenbiischel mit dem Scheitel gE; 
diese Strahlenbiischel sind direkt kongruent, weil es sonst auf E auBer 
g£ noch eigentliche Punkte gibe, die sich selbst entsprechen; es wird 
also jede auf E gelegene Figur in E um gE gedreht, und an der Achse 
g entstehen direkt kongruente Ebenenbiischel. Wenn eine Figur durch 
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diese Kongruenz in eine andere iibergefithrt wird, so sagt man, sie werde 
um die Achse g gedreht. 

Jede Verschiebung lat sich auf zwei Drehungen, jede Kongruenz 
auf eine Verschiebung und zwei Drehungen zuriickfiihren. — 

Die Betrachtung der Kongruenz im Ebenenbiischel war zur Her- 
stellung der absoluten Polarsysteme nicht erforderlich. Wir wenden 
uns jetzt zuerst zur Erzeugung des absoluten Polarsystemes eines eigent- 
lichen Punktes P und schicken folgende Bemerkungen voraus. 

Beschreibt der Strahl e ein Strahlenbiischel mit dem Scheitel P, 
so beschreibt die auf e in P senkrechte Ebene E ein Ebenenbiischel, 
dessen Achse in P auf der Ebene des Strahlenbiischels senkrecht steht. 
Beschreibt die Ebene E ein Ebenenbiischel im Biindel P, so beschreibt 
der auf — in P senkrechte Strahl e ein Strahlenbiischel, dessen Ebene 
in P auf der Achse des Ebenenbiischels senkrecht steht. Dabei durch- 
laufen e und E jedesmal projektive Gebilde; denn wird E von der Ebene 
des Strahlenbischels in / geschnitten, so steht e auf senkrecht, e und / 
durchlaufen projektive, E und / perspektive Gebilde. 

Legen wir nun durch P vier Strahlen abcd, von denen keine drei 
an einer Ebene liegen, und durch P senkrecht zu abcd die Ebenen 
A BCD, von denen alsdann keine drei an einer Geraden liegen, so be- 
stimmen die Paare aA, OB, cC, dD eine Reziprozitat im Bindel P. 
Es sei e ein beliebiger Strahl durch P, e’ der auf ae in P senkrechte 
Strahl, und Byde seien die homologen Strahlen zu den Ebenen ad, ac, 
ad, ae, also By dee’ auf A gelegen, B senkrecht auf ab, y auf ac, 6 aufad; 
dann liegen die Strahlenbiischel By 6 e und By 6 e’ mit dem Ebenenbiischel 
a(bcde) und mithin untereinander projektiv, ¢’ ist mit ¢ identisch, ¢ auf 
ae senkrecht. Ebenso liefern be, ce, de senkrechte homologe Strahlen, 
mithin ¢ eine senkrechte homologe Ebene, so da8 im Biindel P jedem 
Strahle die senkrechte Ebene, jeder Ebene der senkrechte Strahl 
entspricht. Die Reziprozitat ist also von den Strahlen abcd nicht ab- 
hangig und ist Polarreziprozitat, weil auch die Paare Aa, Bb, Cc, Dd 
ihr angehoéren ; wir nennen sie die absolute Polarreziproztdt des Punktes 
P, die Paare homologer Elemente bilden das absolute Polarsystem des 
Punktes P. 

Die absoluten Polaren des eigentlichen Punktes P in sdmtlichen 
Ebenen des Biindels P schneiden sich zu je zweien, gehen aber nicht 
alle durch einen Punkt, sie liegen mithin auf einer Ebene; diese Ebene 
ist der Ort der mit P verkniipften Punkte, der Ort der absoluten Pole 
aller Ebenen des Biindels P, und werde die absolute Polare (Polarebene) 
des Punktes P genannt. Die absoluten Pole der eigentlichen Geraden g 
in sdmtlichen Ebenen des Biischels g werden mit dem eigentlichen 
Punkte A der g durch senkrechte Strahlen zu g, also durch Strahlen 
eines Biischels verbunden und liegen mithin auf der zu g in A senk- 
rechten Ebene E, und zwar mit A verkniipft, also auf der in der Ebene 
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E zum Punkte A gehérigen absoluten Polare; diese Gerade werde die 
absolute Polare des Strahles g genannt. Jede auf g senkrechte Ebene E 
geht durch die absolute Polare des Strahles g, die in der Ebene E die 
absolute Polare zum Punkte gE darstellt; jeder eigentliche Punkt der g 
liefert eine absolute Polarebene, die durch den absoluten Polarstrahl 
der g hindurchgeht; jede Ebene durch g liefert einen absoluten Pol, 
der auf dem absoluten Polarstrahle der g liegt. 

Es seien nun A BCDE eigentliche Punkte, von denen keine vier in 
einer Ebene liegen, und abcde ihre absoluten Polaren; die Ebenen a 
und 0 enthalten die absolute Polare der Geraden A B; die Gerade AB 
wird von der Ebene a in dem mit A verkniipften Punkte A’, von der 
Ebene } in dem mit B verknipften Punkte B’ getroffen. In der Ewkli- 
dischen Geometrie fallt A’ mit B’ zusammen, folglich auch a mit 0, d. h. 
alle eigentlichen Punkte haben dort die namliche absolute Polarebene, 
eine uneigentliche Ebene, die die absolute Ebene heiBen mag und jede 
eigentliche Ebene in ihrer absoluten Geraden schneidet. Wird mit m 
ein Punkt der absoluten Ebene, mit yw die absolute Polare des Strahles 
mA, also die absolute Gerade einer auf mA senkrechten Ebene be- 
zeichnet, so ist m der absolute Pol dieser Ebene, die somit auch auf 
mB senkrecht steht; folglich hat auch mB die absolute Polare mw, d. h. 
# ist durch m allein bestimmt. Wenn m variiert, so bilden die Paare 
Am, Ayein Polarsystem, namlich das absolute Polarsystem des Punktes 
A; aus diesem schneidet die absolute Ebene die Paare my heraus, die 
somit ebenfalls Paare eines Polarsystemes sind. Das so auf der absoluten 
Ebene erzeugte Polarsystem kann das absolute Polarsystem genannt 
werden. 

In der Nichteuklidischen Geometrie ist A’ von B’, a von b verschieden, 
die Gerade ab die absolute Polare der A B, ebenso ac die absolute Polare 
der AC usw. Da ABC nicht in gerader Linie liegen, so haben abc 
nur einen Punkt gemein; denn hatten abc eine Gerade gemein, so hatten 
die Strahlen A B und AC jene Gerade zur absoluten Polare und stiinden 
in A auf einer Ebene senkrecht. Der Punkt abc ist der absolute Pol 
der Ebene A BC, ebenso abd der absolute Pol der ABD usw. Hatten 
abcd einen Punkt gemein, so hatten die Ebenen A BC und A BD jenen 
Punkt zum absoluten Pol und stiinden in A auf einer Geraden senk- 
recht; die Ebenen abcd gehen also nicht durch einen Punkt, iiberhaupt 
keine vier von den Ebenen abcde. 

Die Paare Aa, Bb, Cc, Dd, Ee bestimmen eine Reziprozitat, bei 
der den Ebenen ABC, ABD, ABE ihre absoluten Pole 91, Ogn en (Came 
abc, abd, abe) entsprechen. Es werde mit P ein sechster eigentlicher 
Punkt, mit ¢ der der Ebene ABP zugeordnete (mit y, 6, e auf der 
Geraden ab gelegene) Punkt, mit g die Gerade AB bezeichnet. Die 
Figuren g (CDE P) undy6e¢ werden projektiv, yd ef und g (y6 eC) per- 
spektiv, folglich g(C DE P) und g (yd) projektiv. Die Ebenen gy, g6, 
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gé stehen auf den Ebenen gC, gD, gE senkrecht, folglich auch g¢ auf 
gP, d.h. ¢ ist der absolute Pol der Ebene gP. Demnach entsprechen 
den Ebenen ABP, AC P,_BC P usw. ihre absoluten Pole, dem Punkte 
P die Ebene dieser Pole, d.i. die absolute Polare von P. Bei jener 
Reziprozitat wird also jedem eigentlichen Punkte seine absolute Polare, 
jeder eigentlichen Ebene ihr absoluter Pol zugeordnet, die Reziprozitat 
ist von den Punkten ABCDE unabhangig. Sind nun «,, %, a3 die 
homologen Punkte zu den Ebenen BCy, CAy, A By, also «a %3 die 
homologe Ebene zuy, so stehen die Ebenen BC y, CAy, A By senkrecht 
auf A BC, mithin liegen «,, a, %, in der Ebene A BC, dem Punkte y 
ist die Ebene A BC zugeordnet, ebenso dem Punkte 6 die Ebene A BD, 
folglich der Geraden ab (d.i. y 6) die Gerade A B, weiter der ac die AC, 
der Ebene a der Punkt A. Es erweisen sich also aA, 0B, cC, dD, cE 
als Paare der Reziprozitat, diese als Polarreziprozitat; wir nennen sie 
die absolute Polarreziproztat, die Paare homologer Elemente bilden das 
absolute Polarsystem. Das absolute Polarsystem der Nichteuklidischen 
Geometrie ist kein Nullsystem. 

Sowohl in der Euklidischen als auch in der Nichteuklidischen Geo- 
metrie bestimmt man mit Hilfe des absoluten Polarsystemes zu jedem 
eigentlichen Punkte die absolute Polarebene, zu jeder eigentlichen Ge- 
raden die absolute Polargerade, zu jeder eigentlichen Ebene den ab- 
soluten Pol. Beim Ubergange von einer Figur zu einer kongruenten ent- 
spricht das absolute Polarsystem sich selbst. Wieweit durch diese Eigen- 
schaft die Beziehung bestimmt wird, soll hier nicht untersucht werden. 
Es mag jedoch zum Schlu8 noch eine Betrachtung Platz finden, fiir 
die der Satz 13 des vorigen Paragraphen vorbereitet wurde. 

Sind drei eigentliche Punkte A BC gegeben, nicht in gerader Linie, 
so wird nach dem soeben angefiihrten Satze bei geeigneter Verteilung 
der Buchstaben die aus A nach BC gefallte Senkrechte die BC in a 
zwischen B und C treffen ; der ent- 
gegengesetzte Schenkel zu A a sei Qa’ 

Aa’. Man errichte nun in der 
Ebene ABC im Punkte A die 
Senkrechte auf Aa und nenne 
AD den Schenkel der Senkrech- 
ten, der mit B auf einerlei Seite 
der Aa liegt, A D’ den entgegen- 
gesetzten, also auf einerlei Seite 
mit C verlaufenden Schenkel; der 
Schnittpunkt d von BC und DD’ 
ist mit a verkniipft. Es sei M die Abb. 64, 

Mitte der Strecke A B; auf a M 

mache man die Strecke ME der Strecke Ma kongruent, so daf B und E 
auf einer Seite der Aa liegen. Wird dann in der Ebene A BC diejenige 
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Drehung um M vollzogen, bei der A in B, also E in a, die Gerade 
AE in BC ibergeht, so bleiben alle mit M verkniipften Punkte der 
Ebene fest, demnach treffen sich A E und BC in dem mit M verkniipften 
Punkte e.. Der Punkt E ist in der Ebene ABC dadurch definiert, 
daB A Baund BAE kongruent sind und C, EF auf verschiedenen Seiten 
der AB liegen. Ebenso ist in der Ebene ABC ein Punkt E’ dadurch 
definiert, daB ACaund CAE’ kongruent sind und B, E’ auf verschiede- 
nen Seiten der AC liegen; E’ und C befinden sich auf einer Seite der A a. 

In der Euklidischen Geometrie fallen d und e zusammen, also auch 
die Schenkel AD und AE, AD’ und AE’. ,,Die Summe der Winkel 
des Dreiecks ist ein gestreckter Winkel.“ 

Fiir den Fall der Nichteuklidischen Geometrie heiBe fin BC, 6 in 
AB der jedesmal mit B verkniipfte Punkt, und AF der mit B auf 
einer Seite der Aa gelegene Schenkel der Af. Die Punkte A B werden 
durch M6 getrennt; dies iibertragt sich auf die absoluten Polaren und 
auf deren Durchschnittspunkte mit der BC, d.h. es werden df durch 
eB getrennt, folglich AD, AF durch AE, AB. Da der Schenkel AB 
nicht zwischen den Schenkeln AD und AF liegt, so mu8 der Schenkel 
AE zwischen den Schenkeln AD und AF liegen. 

In der Euklidischen Geometrie ist auf jeder eigentlichen Geraden 
die absolute Involution ,,parabolisch“‘, d. h. sie ist in unserer Ausdrucks- 
weise eine Aquivalenz. In der Nichteuklidischen Geometrie ist entweder 
auf jeder eigentlichen Geraden die absolute Involution ,,hyperbolisch“, 
d.h. kein Paar durch ein anderes getrennt; oder auf jeder eigentlichen 
Geraden die absolute Involution ,,elliptisch“, d.h. jedes Paar durch 
jedes andere getrennt. Danach hat F. Klein die drei Moéglichkeiten als 
parabolische, hyperbolische und elliptische Geometrie unterschieden 4). 

In der hyperbolischen Geometrie liegen auf der Geraden BC die 
Punkte ad und Bf nicht getrennt, folglich werden die Strahlen Aa, 
AD durch AB, AF nicht getrennt. Der Schenkel A B liegt zwischen 
den Schenkeln Aa und AD, folglich auch der Schenkel AF und endlich 
der Schenkel A FE; ebenso liegt der Schenkel AE’ zwischen den Schen- 
keln Aaund AD’. ,,Die Summe der Winkel des Dreiecks ist kleiner als 
ein gestreckter.“ 

In der elliptischen Geometrie liegen auf der Geraden BC die Punkte 
ad und Bf getrennt, folglich der Schenkel AF nicht zwischen den 
Schenkeln Aa und AD, sondern zwischen den Schenkeln AD und Aa’, 
ebenso der Schenkel AE; zugleich wird der Schenkel AE’ zwischen die 
Schenkel Aa’ und AD" fallen. ,,Die Summe der Winkel des Dreiecks 
ist groéBer als ein gestreckter?)‘'. 


') Math. Ann. Bd. 4, S. 577. 1871. — Geschichtliches iiber Nichteuklidische 
Geometrie gab Richard Baltzey: Die Elemente der Mathematik, Bd. 2 (1. Aufl.1862, 
6. Aufl. 1883), Planimetrie § 2, sowie Vorwort zur sechsten Auflage. 

2) Siehe noch § 23 am Ende. 
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Unter den Begriffen, die zur Beschreibung der Erscheinungen dienen, 
bilden die mathematischen Begriffe eine selbstandige Gruppe. Sie 
lassen sich miteinander durch eine Reihe von Beziehungen verkniipfen, 
ohne daB man andere Begriffe hinzuzunehmen braucht. 

In derselben Weise lassen sich innerhalb der Mathematik die Begriffe 
aussondern, mit denen sich die Zahlenlehre (Arithmetik, Algebra, 
Analysis) befaBt. Die Geometrie nimmt andere, ihr eigentiimliche Be- 
griffe hinzu; diese machen jedoch keine selbstandige Gruppe aus, indem 
sie nicht unter sich allein, sondern unter Zuziehung der Zahlenbegriffe 
in Verbindung gesetzt werden, wodurch die Anwendung der Zahlen- 
lehre auf die Geometrie bedingt wird. 

Die Zahl wird in der Geometrie am haufigsten bei der Messung ge- 
braucht. Alle Messungen sind auf den einfachsten Fall zuriickzufihren, 
wo man eine Figur, z. B. eine gerade Strecke, aus mehreren kongruenten 
zusammensetzt und diese zahlt. Die Aneinanderreihung von kongruenten 
Strecken auf einer Geraden ist eine Konstruktion, durch die man, auf 
Kernsatz IV in § 13 gestiitzt, Zahlen fiir die Punkte der Geraden ein- 
fihren kann. Aber die in § 15 eingefithrten Begriffe des Netzes und 
der aquivalenten Paare bieten uns ein anderes Mittel zur Einfithrung 
von Zahlen zunachst fiir die Elemente einférmiger Gebilde dar, indem 
eine gewisse projektive Konstruktion wiederholt ausgefithrt und die 
Anzahl der Konstruktionen gezahlt wird. 

Es seien “a)a, beliebige Elemente eines einformigen Gebildes. Macht 
man die Paare a)a,, 4,4), 4,43, . . . fiir das Grenzelement wu aquivalent, 
so entsteht ein Netz. Diesen Begriff wollen wir zunachst dadurch er- 
weitern, daB wir die Paare a, a), a)b,, b,b., . . . ebenfalls fir das Grenz- 
element ~ 4quivalent machen. Die so hinzutretenden, voneinander und 
VON 444, aya, ... verschiedenen Elemente 6,, 6,, ...mégen auch mit 


Gm anne 


bezeichnet und (— 1)*s, (— 2)'*, ... Element des Netzes uaa, ge- 


e —_——e e ee — 

Wi, aes, GW #ae as U 
nannt werden. Wenn jetzt A und pw beliebige ganze Zahlen vorstellen, so 
sind die Paare a,4,,, und 4,4,4, fiir u dquivalent; das Gebilde a,_,, 
Aj 44, 4,,u ist harmonisch; zu drer Elementen uaga, laBt sich a, eindeutig 
so bestimmen, da a, das ite Element des Netzes uaa, wird. — Nimmt 
man in demselben Gebilde das Element p beliebig, von u verschieden, so 
kann man die ganze Zahl n derart angeben, daB das n® Element des Netzes 
entweder mit p zusammenfallt oder vom (n + 1)” durch p und u getrennt 
wird. Denn wenn p von 4p, 4,, 5, verschieden ist, so werden entweder 
aja, durch pu oder ayp durch a,u oder a,p durch ayu getrennt; im 
ersten Falle ist 1 =0, der zweite ist in §15 (Seite 110) erledigt; im 
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dritten Falle werden, da a,b, und agu getrennt liegen, 6,p nicht durch 
ayu getrennt, sondern entweder a)b, durch pw — und dann ist m = — 1 
zu nehmen — oder ajp durch 6,u, so daB man den erwahnten Satz 
aus §15 auf das Netz ua), anwenden kann. 

In der Euklidischen Geometrie ist der Fall von besonderem Inter- 
esse, WO a, und a, eigentliche Punkte sind und # in den absoluten Punkt 
der Geraden aya, gelegt wird. Die Aquivalenz mit dem Grenzpunkte w 
und den einander zugeordneten Punkten aya, ist dort nach §19 (Seite 133) 
direkte Kongruenz auf der Geraden aya,, die Paare @,a,,, und a, 4,4, 
sind also direkt kongruent. Der absolute Betrag der Zahl A gibt an, 
in wie viele mit aja, direkt kongruente Strecken sich bei positivem A die 
Strecke von dy bis a,, bei negativem A die Strecke von a, bis dy zerlegen 
1aBt. Die Zahl A wird deshalb das Verhdltnis der berden Strecken a, a, 


und a)a,, und weiter die Zahl - My , das Verhaltnis der Strecken aya, und 


44, genannt, wobei jede Stiecke durch eine direkt kongruente ersetzt 
werden kann. 

Ist aber p das At Element des beliebigen Netzes uaja,, so werden 
wir die durch ua)a,p vollkommen bestimmte ganze Zahl/A den Index des 
Elementes p im Netze waya, oder auch den Index der Paare agp, aa, 
fiir das Grenzelement u nennen und schreiben: 


Ug Ay u a om 
ind p=ind \4a,4,/ =4, 


S28) cotacte 
ind \@,4,/ =0; ind\a,@))/—= 
Dabei kann das Paar aya, das Einheitspaar genannt werden. Versteht 
man unter «f ein mit dem Einheitspaare fir # aquivalentes Paar in 
demselben Gebilde («, 6 voneinander und von u verschieden), so laBt 
sich das Element a, und mithin iiberhaupt das Einheitspaar durch die 
Elemente «fa eindeutig bestimmen. In Ricksicht hierauf wollen wir 
die Zahl 4 auch den Index der Paare ay, «f fiir das Grenzelement u, 


in Zeichen 
u [AP 
A= inde 6 


und «f ein Einheitspaar nennen. Jedes mit «f fiir w Aaquivalente Paar 
ist ein Einheitspaar. Bei einem von Null verschiedenen Index sind alle 
Einheitspaare fiir « A4quivalent. 

Im gegenwiartigen Paragraphen werden nur Elemente eines und des- 
selben eimférmigen Gebildes in Betracht gezogen. Die Gleichung 


ind (? A =0 


so dak 
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bedeutet alsdann, da8 # und g zusammenfallen. Die Gleichung 


ind tae ah 


bedeutet, daB die Paare pg und «f fiir u Aquivalent sind. Endlich wird 
durch die Gleichung 
wu {&y 
ind \#B/ =—1 


die harmonische Lage ‘der Elemente Byawu dargestellt. Dabei sind alle- 
mal aBypq von uw, « von f verschieden. 

Sind drei verschiedene Elemente pqu gegeben, so kann man ein Ein- 
heitspaar «B derart bestimmen, daB der Index der Paare pq, «B fiir u 
einer beliebigen ganzen, von Null verschiedenen Zahl i gleich wird. Man 
kann namlich 7 so bestimmen, daB g das Ate Element des Netzes upy 
wird, und braucht dann nur «f fiir « mit pr 4quivalent zu machen. 

Sind die Paare pq, p'q fii das Grenzelement u dquivalent, und ist 


j=ind ay 


é u p' q’ 
A— ind Ve 6. )s 
Denn macht man die Paare pr und #’7’ fiir w mit «f (also auch unter 
sich) aquivalent, so wird zunachst 


jee 


Diese Gleichung :stellt eine projektive Eigenschaft der Figur uwpqr 
dar und mu daher auch fir jede projektive Figur bestehen. Nun 
werden aber (f’, gq’, rv’ Paare homologer Elemente einer Aquivalenz 
mit dem Grenzelement uw (§ 16 Seite 120), folglich die Gebilde upqr 
und wp'q'r' projektiv; mithin ist 


ead We ern ee 


Umgekehrt: Wenn die Paare pq und p'q', auf ein gewisses Einherts- 
paar bezogen, einen und denselben Index fiir u ergeben, so sind die Paare 
pq und pq fiir u dquivalent. Denn macht man das Paar py mit dem 
Einheitspaare, das Paar ps mit ’q' fiir w dquivalent, so kommt: 


md b 2) ead is od — ind Gs) 


d.h. die Elemente g und s haben im Netze upr gleichen Index, sie 
kénnen also nicht voneinander verschieden sein. 

Man darf hiernach im Index der beiden Paare pq und «f fir u 
nicht bloB «f, sondern auch pg mit jedem fiir « aquivalenten Paare 
vertauschen, aber mit keinem andern. Vertauscht man also «f mit Ba 


so ist auch 
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oder pg mit gp, so wird der Index, wenn er nicht Null ist, eine Anderung 
erleiden. Es sei etwa 


u (PY 
ind \wB/ =A 
positiv. Macht man alsdann die Paare a4, 4b,, 0,55, ..-, 4% 
mit «f fiir w aquivalent, so da 


u [4% by u [4 by, 
And \a,0; ind Napa) 


also ayb, mit pq fiir uw Aquivalent wird, tiberdies 6,b,_,, 0;-, 0;-2, 
2%, B,aq, Aa mit Ba, bya mit gp, so ist b, der (—A)* Punkt des 
Netzes “dg4,, % der Ate Punkt des Netzes 4b,5,_,, d.h. 


u Ay Oy u bia 

ind \a,a,/=—A, ind\b:,-1/=4, 
u E u ea 

ind \Ba/=—A, ind\Ba/=A 


ind 5 = eeand ina eer 


Dieselben Beziehungen erhalt man, wenn man 


Rai eae, 


negativ voraussetzt. Wenn also die Paare fq, af fiir wu einen Index 


besitzen, so ist 
ind ea 22 ind ia = ind er 


ind (f 4 = oe oa , 


Die sich hieraus ergebende Gleichung 


id (? i abil a =0 


1aBt sich unter Hinzunahme eines Elementes 7 zur folgenden 


saep) +ina ep) +-ina ep) 

ind \eB/ + ind \«B/ + ind \«B/ =0 
erweitern, sofern solche Indizes ttberhaupt vorhanden sind. Um die 
neue Gleichung zu beweisen, beachte man zunichst, daB sie sich nicht 
andert, wenn man die Elemente fgr zyklisch permutiert oder # mit 
q (pgy mit gpr) vertauscht, also itberhaupt, wenn man qpr beliebig 
permutiert. Da nun mindestens zwei von den drei Addenden einerlei 
Zeichen haben, so kann ich durch geeignete Verteilung der Buchstaben 
bewirken, dafB die beiden ersten Addenden 


_u a  , HGRA 
ind\aB/=m, ind\«B/=n 


oder 


und folglich 


§ 21.. Doppelverhaltnisse. 153 


ein und dasselbe Zeichen und zwar das positive besitzen, und brauche 
die Gleichung nur unter dieser Voraussetzung zu beweisen. Zu dem 
Zwecke mache man die Paare Aydin Gy Ay Rael Vyas Aya by, Ging ates oy 
Amin 4m+n fir u mit xB Aquivalent; es wird dann aya, Mit £9, Im4min 
mit qv, folglich (nach § 15 Seite 111f.) aja, mit pr Aquivalent, d.h. 


u Y u rp 
ind\«B/=m-+n, ind\«p/=—m—n. 
Bei jeder Anordnung der von u verschiedenen Elemente 4, 9, 7,5, 71, 7a, 
%,- haben wir jetzt: 


ind (ap) — ina (ap) + ind (cf) 
und ebenso: 


ind ae — ind (3) + ind e Ss) , ind a — ind (3) + ind (ef) 
folglich auch: 


Gln) ered lea ien 
‘ ind (2A) —ind Cs) fatnd (a3) + ind fet 
iiberhaupt 


Pq (DEN ENG: u (%n-19 
cal «Bp a &p}/--ind\eP/-+----+ind\ «fp /, 
immer unter der Voraussetzung, da8 die betreffenden Indizes vorhanden 


sind. Es ist tibrigens in dieser Hinsicht leicht einzusehen, daB durch 
das Vorhandensein von 


ind ¢ ‘) und id (es 


allemal das Vorhandensein eines Index der Paare pq, «f fiir wu bedingt 
wird, folglich auch durch das Vorhandensein von 


u PT, < uw 115 u {%—1 A 
TG NOT ay PT Ve ACOA SIO) eee sem hte ORT 2H eS 
Sind die m Paare $7,, 77%, --+, nq fir u Aquivalent, p von 7, 
verschieden, so erhalt man: 


SAA eae Gan ind alas! ind (24) ==, 


folglich: 
ind A =ind C a vind (? e Sn iy ac op 


Sooft daher Indizes der Paare pg, ab und ab, «f fiir wu vorhanden sind, 
besteht die Gleichung 


ind (? ind cal ind (? A 


oder 
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Wenn iiberhaupt Indizes der Paare pq, ab und pq, «B fir wu vor- 
handen sind, ohne daB p und q zusammenfallen, so bestimmen alle dret 
Paare mit einem geeigneten Einheitspaare Indizes fiir wu; denn bei ge- 
eigneter Wahl der Elemente a’b’«’B’ ist 


py OIA We wiih 2) es a u ee 
ind \a’b’/ =ind\aB/, ind\«’ p’/ =ind\ad/, 
folglich 


falO8) -stald) ita (Ge) = stale §) stale) ica (OP), 


mithin a’b’ mit «'f’ fiir wv aquivalent, a’b’ ein Paar der verlangten Art, 
Wenn auBerdem Indizes der Paare vs, ab und rs, «f fiir w existieren, 
so hat man bei unverdnderter Bedeutung von a’d’: 


Pe foo te AO oe ff ES ASAE ey) 
ind \ab/- ind \a’b’) = ind \a’ bt’) = ind \a@B/- ind \a’v’ 


u (PQ) « (7S u (7S\ « (Pq 
ind \ab/-ind\«B/ =ind\ab/-ind\«B/, 
d. h. bei Vertauschung von ab mit «f bleibt das Verhaltnis 


nhs u (Pq 
ind \ab/:ind\ab 


ungedndert und ist mithin durch rsfqu allein bestimmt. Indem wir 
jetzt dieses Verhaltnis den Index der Paare rs, pq fiir das Grenzelement u 


nennen und mit 
uU 7S 
ind \pq 


bezeichnen, erhalten wir als Indizes alle endlichen rationalen Zahlen, 
ohne mit den bisherigen Festsetzungen in Widerspruch zu geraten. Ist 
in der Tat der Zahler = mn, der Nenner = m, wo m und n ganze 
Zahlen sind, m nicht Null, so ist auch im friiheren Sinne 2 der Index 
der Paare rs, pq fiir u. : 

Auf den erweiterten Begriff des Index lassen sich die oben auf- 
gestellten Satze leicht titbertragen. Bei den Beweisen wird der Umstand 
benutzt, daB, wenn die Paare cd, «,B, und die Paare cd, «8, Indizes 
fir uw bestimmen, bei geeigneter Wahl der Elemente «’ 8’ Indizes von 
a,B,, «B’ und von a f,, «’B’ vorhanden sind. 

Besitzen die Paare pq, «B einen Index fiir u, und sind af, «' B’ fiir 
u aquivalent, so haben die Paare pq, «' B’ denselben Index. Besitzen die 
Paare pq und «B denselben, von Null verschiedenen Index, wie die Paare 
bq und «'B’, so sind «B und «'B’ dquivalent. 

Sind drei verschiedene Elemente pqu gegeben, so kann man af derart 
bestimmen, daB der Index der Paare pq, «af oder auch der Index der 
Paare «B, pq fiir wu einer beliebigen rationalen, endlichen und von Null 
verschiedenen Zahl gleich wird. 


oder 
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Besitzen die Paare pq, «6 einen Index fir u, und sind pq, p'q fiir 
u aquivalent, so besitzen die Paare p'q', «B denselben Index. Haben 
die Paare pq und af denselben Index, wie die Paare p'q' und af, so 
sind pq und p'q' aquivalent. 

Besitzen die Paare pq und af einen Index fiir u, so ist 


ind (a) ind eA end a é 


Daran schlieBen sich die Gleichungen: 


ed ne Lae a ind Sie 


_u be u (2% u nl u (%m-19 
ind \«B/=ind\eB/+ind\eB/+---+ind\ «fp /, 
die das Vorhandensein der rechts stehenden Indizes zur Voraussetzung 


haben. 
Sind Indizes von rs, pq und von pq, ab fiir wu vorhanden, so ist 


ad (a ind ts 1) ae (, ) 


Sind p, q verschieden und Indices von rs, ab und von pq, ab fiir u vor- 
handen, so ist das Verhaltnis 


u u Pq 
ind \ab/:ind\ab 


‘ 


von ab unabhingig und gleich dem Index der Paare rs, pq fiir u. — 
Wenn die Paare bp, bc einen Index fir a besitzen, so wollen wir 
ihn auch den Index des Elementes p im Netze abc nennen und 


schreiben: 
a b p abe 
ind \bc / =ind p. 


Bei Festhaltung von a, 6, c durchlaéuft dieser Index alle endlichen 
rationalen Werte!), nimmt aber jeden Wert nur einmal an. Er bleibt 
ungeadndert, wenn man die Figur abcp durch irgendeine projektive 
Figur a’b’c’p’ aus demselben oder aus einem andern einférmigen Ge- 
bilde ersetzt. Nun sind, solange abcp vier verschiedene Elemente vor- 
stellen, die Figuren abcp, pcba, cpab, bapc projektiv (§ 16 Seite 116f.) ; 
folglich ist alsdann ; 

abe pcb cpa bap 

md p— ind gin.) ind c. 
Nur bei harmonischer Lage kénnen die vier Elemente noch auf andere 
Arten permutiert werden, ohne da der Index sich andert; die harmo- 
nische Lage wird jetzt durch die Gleichung 


abe 


ind ~ = — | 


ausgedritckt. 


1) Mit der Einschrankung, die in § 23 zur Sprache kommt. 
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Aus der Formel 


atte a {ro a [op > tea a (77) 
seal yeh ea bc} tind \bc / =ind \bc / —ind \bc/, 


die das Vorhandensein von Indizes der Elemente # und 7 im Netze 
abc voraussetzt, folgt: 


abc abe a if p 

ind p —ind vy =ind \bc/. 
Wird diese Voraussetzung noch auf ein Element q ausgedehnt, so hat 
man: 


abe abe a vq 
indg —indr=ind \bc 
und daraus, falls gv voneinander verschieden sind: 


abe abc 
: OF @4TP\ ‘ara Par p a 
nee ind Re ae Arr qr). 


abe abe 
ind g — ind 7 
Tritt endlich ein von  verschiedenes Element s hinzu, das im Netze 
abc einen Index besitzt, so hat man noch: 
Me a SQ\ asp pqa pm TS 
a os uals = ind a = ind g = ind s = ind & 
ind p — ind s 
und gelangt also, da das Produkt 


PEN 83 fs _p ee) 
ind \qa/ - ind \qv/ = ind \qr 


sich als Index von s im Netze pqr erweist, zu der wichtigen Formel: 


abe abe abc abe 
a indf—indry ind g—inds 
mm Se abes abc abe abe ‘ 


ind g—indy ind#—inds 
Wir konnen auch schreiben: 


rs sina (rg) -ina (63) — ind () 


ind s = ind\rq sp 


ind \sq, 
In der Euklidischen Geometrie wird, wenn fqrs eigentliche Punkte 
sind und a in den absoluten Punkt ihrer Geraden gelegt wird, im An- 
schlu8 an die auf Seite 150 gemachte Bemerkung, der Zahler des vor- 
stehenden Bruches, also das Verhaltnis der Strecken pr und rq, das 
Teilungsverhdlinis der Strecke pq im Punktey und der Nenner ent- 
sprechend das Teilungsverhaltnis der Strecke pg im Punkte s genannt. 
Die Zahl, die wir als den Index von s im Netze pqr eingefithrt haben, 
erscheint hier als Verhaltnis zweier Verhaltnisse. Daher kommt es, 
da8 ihr der Name Doppelverhiltnis beigelegt worden ist. 
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Ist d irgendein Element, das in dem beliebigen Netze abc einen Index 
besitzt, so heiBt dieser Index das Doppelverhiltnis der vier Elemente 
abcd oder der beiden Paare ab und cd und wird zur Abkiirzung mit 
(abcd) bezeichnet: 


abe 

ind d = (abcd). 
Ziehen wir einstweilen nur Doppelverhdltnisse von je vier verschiedenen 
Elementen in Betracht, die also auBer 0, 1, © alle rationalen Werte 
annehmen kénnen. Wenn man alsdann zwei Elemente vertauscht, zu- 
gleich aber auch die beiden andern, so entsteht eine mit der urspriing- 
lichen projektive Figur; also ist (abcd) = (cdab) = (badc), d.h.: Da 
Doppelverhdlinis zweter Paare bleibt ungeandert, wenn man die Paare 
vertauscht oder in beiden Paaren die Elemente gleichzeitig umstellt, folglich 
auch ber der Verbindung dieser Handlungen. Dagegen tritt bei den 
andern Umstellungen der Elemente im allgemeinen eine Anderung des 
Doppelverhaltnisses ein. Vertauscht man die Elemente eines Paares, so 
geht das Doppelverhiltnis in den reziproken Wert iiber; denn wenn die 
Paare bd und bc einen Index fiir a besitzen, so ist sein reziproker Wert 
der Index der Paare bc und bd. Nach Vertauschung der inneren oder 
duBeren Elemente erhalt man den Wert des Doppelverhiltnisses, indem 
man den urspriinglichen Wert von Eins abzieht; denn es ist 


a bd a cb a bd a ca 
1— ind \bc) = ind \cb/ + ind \cb / = ind \cb/ = (acbd) = (dbca). 
Wenn also vier Elemente bei irgendeiner Anordnung ein Doppel- 


verhaltnis ergeben, etwa (abcd) = x, so entspricht jeder Anordnung 
ein Doppelverhaltnis, und zwar ist 


(abcd) = (badc) = (cdab) = (dcba) = x, 
(abdc) = (bacd) = (dead) = (cdba) = —, 
(acbd) = (cadb) = (bdac) = (dbca) = 1 — x, 
(adbc) = (dacb) = (bead) = (cbda) =1— +, 
(acdb) = (cabd) = (dbac) = (bdca) =, ~~, 
(adcb) = (dabc) = (chad) = (bcda) = ay 


Diese sechs Zahlen sind voneinander verschieden, auBer wenn % einen 
der Werte — 1, 2, . besitzt; in diesem Falle sind acht Anordnungen 
harmonisch und haben das Doppelverhaltnis — 1, wahrend acht andere 
das Doppelverhaltnis 2, die acht ibrigen 5 liefern. — Man bemerke 
noch: Wenn Doppelverhiltnisse (abp,p.), (abp,p3) bestehen, so geben 
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auch abpyp, ein Doppelverhiltnis, und zwar ist 


(abpyps) (@bpshy) (abby Pe) = 1. 
Wenn Doppelverhaltnisse 
| (abcp,) = x1, (abcpy) = %, (abchs) = X3, (abcpy) = X4 
bestehen, so geben auch pi psp3p, ein Doppelverhilinis 
(41 — *3) (¥2 — %4) 
(Pi Pobsha) = a: ome = e = 4\0 
An dem Vorzeichen des Doppelverhaltnisses (abcd) erkennt man, 
ob die Paare ab und cd getrennt liegen oder nicht. Ist das Doppel- 
verhiltnis (abcd) positiv, so werden ab nicht durch cd getrennt; ist es 
negativ, so werden ab durch cd getrennt. Es seien namlich m und  posi- 
tive ganze Zahlen, und bei gegebenen a, 0, c seien die Elemente e, d, a’ 
so gewahlt, daB 


(abee) =~, (abcd)=™, (abcd’) = — 
da (abec) =n, (abed) = (abec) (abcd) =m wird, so ist c das n¥, 
d das me des Netzes abe, folglich (§ 15 Seite 109) ae durch bc und durch 
bd getrennt, mithin ab weder durch ce noch durch de, schlieBlich ab 
nicht durch cd; da 


> 


m . 
n 


(abdd') = (abdc), (abcd) = — 1, 
so werden ab durch dd’ getrennt, aber nicht durch dc, folglich werden 
ab durch cd’ getrennt. 

Aus drei verschiedenen Elementen abc k6nnen wir die Doppel- 
verhaltnisse (abcb) = 0 und (abcc) = 1 bilden. Es empfiehlt sich aber, 
Doppelverhaltnisse zuzulassen, in denen irgend zwei Elemente identisch 
sind. Um die soeben abgeleiteten Satze (wenn auch zum Teil mit Modifi- 
kationen) aufrechtzuerhalten, hat man 


(acbc) = (cach) = 0, (abcc) = (ccab) = 1, (cabc) = (accb) = co 


und dem entsprechend 
abe 


ind a = (abca) = 
anzunehmen ; die zw6lf Permutationen der Elemente adcc geben die je 
viermal auftretenden Doppelverhaltnisse 0, 1, o. 

Jetzt gehort zu jeder rationalen Zahl A, mit Einschlu8 der Zahl oo, 
ein und nur ein Element f, das mit abc ein Doppelverhiltnis (abcp) = A. 
bildet und allemal ein Element des Netzes abc heiBen soll. Je vier von- 
einander und von a verschiedene Elemente ~,$363p, des Netzes abc 
liefern ein Doppelverhaltnis, das nach der auf Seite 156 gegebenen Formel 
aus ihren Indizes berechnet wird. Aber auch wenn ein Element nach a 
gelegt wird, ergibt sich ein Doppelverhdltnis; denn nach einer auf. 
Seite 156 gegebenen Formel ist 


__ (abc py) — (abchs) 
(P2634) = (abc po) teas 
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Bezeichnet man also mit p,p.p3 irgendwelche Elemente des Netzes abc, 
so ist jedes Element des Netzes abc ein Element des Netzes p, pop, und 
umgekehrt. : 

Sind die Elemente e und f von a verschieden, so gibt es Elemente des 
Netzes abc, die durch e und f von a getrennt werden. Beweis: Sind e und f 
Elemente des Netzes abc, so suche man ein Element wu, das im Netze 
efa einen negativen Index hat; u ist auch ein Element des Netzes abc, 
und ef werden durch au getrennt. Ist ¢ ein Element des Netzes abc, 
f aber nicht, so ist wenigstens eines der Elemente 6 und c von e ver- 
schieden, etwa 6; der Fall, wo ef durch ab getrennt werden, bedart 
keiner weiteren Erérterung; werden aber eb durch af getrennt, so be- 
stimmt man nach §15 (Seite 110) ein Element w des Netzes eab (also 
auch des Netzes abc) derart, daB au durch ef getrennt werden; liegen 
endlich ae durch 0f getrennt (also be nicht durch af), so bestimmt man 
ein Element ¢ des Netzes abe derart, daB b¢ durch af getrennt werden 
(also e¢ durch af), und hierauf ein Element u des Netzes eat derart, 
da8 au durch ef getrennt werden. Es bleibt noch die Annahme ibrig, 
da8 weder e noch f zum Netze abc gehéren. Man mache b@ mit ef fiir a 
aquivalent, suche im Netze abc ein Element f, das von a durch 0 und 
g getrennt wird, und nach Seite 149 im Netze abf zwei Elemente y 
und w derart, daB die Paare yu, ae getrennt liegen und die Paare bf, yu 
fiir @ 4quivalent sind; endlich mache man yg und d@ fiir a aquivalent. 
Es werden by, Bu, mg Paare von homologen Elementen einer Aqui- 
valenz mit dem Grenzelement a, folglich abBgy und ayug projektiv, 
yg durch au getrennt, d.h. fiir a liegt w zwischen y und g, e zwischen 
y und u, folglich e zwischen y und g, u zwischen e und g; ferner werden 
($15 Seite 111) aefyg und agyfe projektiv, fiir a liegt e zwischen g und y, 
folglich g zwischen e und /, also auch uw zwischen e und 7. Das Element 
uw gehért zum Netze abc und wird von a durch e und f getrennt. 

Werden die Elemente efh beliebig angenommen, so gibt es Elemente 
des Netzes abc, die durch e und f{ von h getrennt werden. Denn wenn 
man unter « ein von / nicht durch e und / getrenntes, unter 6 und y 
zwei von « verschiedene Elemente des Netzes abc, unter “4 ein von « 
durch e und / getrenntes Element des Netzes «fy versteht, so werden 
ef durch uh getrennt, und u gehért zum Netze abc. — Sind e und f 
eigentliche Punkte, abc beliebige Punkte der Geraden ef, so gibt es eigent- 
liche Punkte des Netzes abc, die zwischen e und f liegen. 

Sind efu Elemente des Netzes abc, so liegt der Index von u zwischen 
den Indizes von e und f, wenn ef durch au getrennt werden, und umgekehrt. 
Denn wenn ef und au getrennt liegen, so ist das Doppelverhaltnis 

abce) —(abcu 

(efua) = a oe 
negativ, also Zahler und Nenner von verschiedenem Zeichen, usw. — 
Sind abc Punkte einer eigentlichen Geraden, efu eigentliche Punkte des 
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Netzes abc, u zwischen e und f gelegen, so liegt der Index von u zwischen 
den Indizes von e und f, wenn a nicht zur Strecke ef gehort, und umgekehrt. 

Das Doppelverhaltnis von vier Punkten, die aus einer Geraden g 
durch vier Ebenen A BCD herausgeschnitten werden, bezeichnet man 
durch g(A BCD). Das Doppelverhaltnis von vier Strahlen, die in einer 
Ebene von einem Punkte # nach vier Punkten abcd gezogen werden, 
bezeichnet man durch p(abcd). Usw. 
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Werden in einem einférmigen Gebilde drei Elemente abe festgehalten, 
und wird unter # ein beliebiges Element des Netzes abe, unter x der 
Index von # in dem Netze verstanden, so durchlauft « = (abep) alle 
rationalen Werte?), mit EinschluB der Zahl oo, und es wird durch den 
Wert von x das Element # im, Netze abe ebenso vollstandig bestimmt, 
wie umgekehrt x durch . Nach dem Sprachgebrauch der analytischen 
Geometrie kénnen wir daher die Zahl x eine Koordinate des Elementes 
p nennen. Da . 

(abea) = 00, (abeb)=0,. (abee) = 1, 
so haben a, 6, e die Koordinaten oo, 0, 1; es wird a das Unendlichkeits- 
element oder erste Fundamentalelement, 6 das Nullelement oder. zweite 
Fundamentalelement, e das Einheitselement, x die. Koordinate von in 
dem durch a als erstes, 6 als zweites Fundamentalelement und e als 
Einheitselement bestimmten Koordinatensysteme, kiirzer die seconds 
von p im Netze abe heiBen. 

Jede Zahl kann man als Quotient zweier endlichen Zahlen tr! Xo 
schreiben; x, und x, nehmen unabhangig voneinander alle endlichen 
Werte an, nur diirfen sie nicht gleichzeitig = 0 angenommen werden. 
Jedes derartige Wertepaar (x,, %,) kann unter Festhaltung der Reihen- 
folge als Reprdsentant einer bestimmten Zahl, namlich des. Quotienten 
%1:%_, gelten; aber umgekehrt hat diese Zahl nicht einen, sondern un- 
endlich viele Reprasentanten, namlich alle Wertepaare von der Form 
{@ %,, @ X,), wo g eine beliebige endliche und von Null verschiedene Zahl 
bedeutet. Diejenigen Wertepaare, deren Glieder in rationalem Ver- 
haltnis stehen, werden die Koordinaten aller Elemente eines Netzes 
reprasentieren und diirfen deshalb als Reprdsentanten der Elemente 
selbst angesehen werden. Ist im Netze abe das Paar (x,, x) der.Re- 
prasentant des Elementes p mit der Koordinate x, so heiBen x,, x, 


der (gewohnlichen) Koordinate x = a entsprechende homogene Koordinaten 
2 


') Vgl. zu diesem Paragraphen: A. F. Mobius: Der baryzentrische Calcul. 1827 
(Ges. Werke Bd. 1. 1885), zweiter Abschnitt, sechstes Kapitel; Staudt: Beitrage 
zur Geometrie der Lage, 2. H. § 29. 1857. 

*) Mit der Einschrankung, die in § 23 zur Sprache kommt. 
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oder homogene Koordinaten des Elementes p im Netze abe, und man be- 
zeichnet das Element p durch (x,, x,). Bei endlichem « kann man 
%, = %, %,=1, bei x =-co kann man x, =1, x, =O nehmen. Die 
Fundamentalelemente werden durch (1,0) und (0, 1), das Einheits- 
element durch (1, 1) dargestellt. 

Nehmen wir beispielsweise an, daB es sich um Punkte einer Ge- 
raden handelt, so kénnen wir p jetzt nennen: Punkt der (homogenen) 
Koordinaten *,, %,; und hierfiir ist die Formel (x,, x) eine Abkiirzung. 
Diese Festsetzungen haben aber nur dann einen bestimmten Sinn, wenn 
man das Koordinatensystem — etwa System Q — kennt. Fiir sich 
vollstandig ist daher nur eine Formel, die auch das Koordinatensystem 
enthalt, etwa: 

(%1, %; Q). 
Doch ist es nicht tiblich, das Koordinatensystem in den analytischen 
Ausdruck fiir  aufzunehmen. Um so mehr ist es wiinschenswert, daB 
zwischen dem Ausdruck (x,, %2) fiir und der ihm zugrunde liegenden 
Zahlenfolge unterschieden werde. Wir k6énnen fiir diese Folge etwa 
schreiben : 


(ail vaeoder. blob aah. 


Wir kénnen auch hierin homogene Veranderliche+) annehmen, so daB 
jedesmal nur das Verhaltnis der beiden ,,Komponenten“ in Betracht 
kommt. 

Die homogenen Koordinaten erweisen sich als zweckmaBig schon bei 
der Lésung der Aufgabe: Das Doppelverhaltnis von vier Elementen pars 
zu berechnen, die im Netze abe durch (x1, %o), (Vy, VYo)s (21> 22), (ty ¢9) 
repriasentiert werden. Sind zuerst Pgrs voneinander und von a ver- 
schieden, so kommt: 

ce A) je 2) Ate a 
a ee y by 44 9 as BT) \Vitn 24 
eS) sits B: ay [x A (V2 — ¥221) (1b, — 24) 
We Z| , 


= (srgp) = (rspq) = (gbsr), 
“al il 
Xe % __ (4% 2 — %2%4) (V1 0 — Vo-1) | 
EGS Val ae (V4 2 = Y2%) (4% 0 — %9-1) 
Ve 29 


Demnach bleibt die Formel 


Pe eee 2) a et) 
(Pa75) (422 — V2%) (¥1 42 — %241) 
noch giiltig, wenn eines der Elemente nach a fallt, und schlieBlich auch 


dann, wenn zwei Elemente zusammenfallen. — Diese Formel 1aBt noch- 


1) Siehe: Veranderliche und Funktion § 45. 1914. 
Pasch-Dehn, Vorlesungen, 2. Aufl. 11 
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mals erkennen, daB pgrs in srqp, 
rspq, gpsy permutiert werden diirfen, 
Sie 4ndert sich nicht, wenn man x, 
und x, durch @x%, und @ 4%, ersetzt, 
oder y, und y, durch oy, und ¢ yp, 
usw. — wie vorherzusehen war. 

Zu den Gebilden zweiter Stufe 
iibergehend, nehmen wir zuerst auf 
einer Ebene vier feste Punkte abcean, 
von denen keine drei in gerader Linie 
liegen, und projizieren e aus den Punk- 
ten a, b, c auf die Geraden bc, ca, ab 
nach €,, &, é,. Ist p, em Punkt des 
Netzes bce,, f. ein Punkt des Netzes 
caeé,, p der Durchschnittspunkt der 
Strahlen af, und bf,, endlich #, die Projektion von # aus c auf ab, so 
sind die Biischel b(caep) und p(e,aeb) perspektiv, folglich 


(Caegps) = b(caep) = p(eaed), (bce, p,) = p(bce,a) = p(e,adc); 
es besteht also auch ein Doppelverhaltnis 
p(e,ace) = c(bape) = (bapzes) = (abe, pz), 

d.h. #, ist ein Punkt des Netzes abe,. Jeder Punkt p der Ebene adc, 
der sich aus a, b, c auf bc, ca, ab nach Punkten der Netze bce,, cae, 
abe, projiziert, wird ein Punkt des Netzes abce genannt; insbesondere 
sind alle Punkte der Netze bce,, cae,, abe, Punkte des Netzes abce. 
Bezeichnet man mit v,, v, die Koordinaten von f, im Netze bce,, mit 
W1, Wy die von py im Netze cae, mit %,, x, die von p, im Netze abeg, 
so ist 


Abb. 65. 


we rg = (06 py) (aes) (abeahs) = p (e,4e) “fp (e, abc) -p(e,ace) = 1. 
Bezeichnet man ferner den gemeinschaftlichen Wert der Quotienten 
foley AU y, 

Vy Wo 

Mmite7., SOsst 
Mn Np ee Ng hee 
Es gibt also drei Zahlen x,, %,, x, von der Beschaffenheit, daB 


#2 _ (bce,p,) =a(bcep), 72 = (caeyps) =blcacp), 
3 oat 

“1 = (abegp,) =c(abep). 
4} 
Dies bleibt auch dann richtig, wenn # auf einer Seite des Dreiecks abc, 
aber nicht in einer Ecke liegt. Fallt p z. B. in die ab, aber nicht nach 
a oder 6 selbst, so fallen $,4,63 nach bap, und man hat x, = 0, wahrend 


§ 22, Koordinaten. 163 


x, und x, von Null verschieden sind. Liegt p aber in einer Ecke jenes 
Dreiecks, so wird einer der Punkte £,).p, unbestimmt; wenn # sich 
z. B. mit a deckt, so wird p, unbestimmt, #, und #, fallen nach a, man 
nimmt x, = 0, x,=0 und fiir x, eine beliebige endliche, von Null 
verschiedene Zahl. 


Da von den Quotienten %,: %3, %3:%,, %,:%») hdchstens einer un- 
bestimmt werden kann, so liefern die in ihrer Reihenfolge zu belassenden 
Zahlen x,, %,, %3 mindestens fiir zwei von den Punkten #,, p., pg oder 
von den Strahlen af,, bf,, ch, bestimmte Lagen und also stets den 
Punkt # als Durchschnittspunkt dieser Strahlen. Umgekehrt werden 
durch # die drei Zahlen nicht vollkommen bestimmt, vielmehr sind mit 
dem Wertsystem (*,, %), %3) als Reprasentanten des Punktes # alle- 
mal unendlich viele andere gleichberechtigt, namlich alle Systeme (0 *,, 
0X, @X3), WO @ eine beliebige endliche, von Null verschiedene Zahl 
bedeutet. Wenn wir daher 4,, *., x, Koordinaten des Punktes p im 
Netze abce nennen, so sind diese Koordinaten als homogene zu bezeich- 
nen. Abgesehen davon, daB sie nicht gleichzeitig Null werden kénnen, 
unterliegen die Koordinaten noch der Beschrankung, daB ihre Ver- 
haltnisse rationale Zahlen sein miissen, kénnen jedoch im iibrigen be- 
liebig angenommen werden. 


Fiir alle Punkte der Netze bce,, cae,, abe, — aber nur fiir diese 
— ist beziehungsweise %, = 0, % = 0, x, = 0.° Die Punkte a, 8, ¢ 
haben der Reihe nach die Reprasentanten (1, 0, 0), (0, 1, 0) (0, 0, 1) 
und heiBen der erste, zweite, dritte Fundamentalpunkt. Der Punkt e hat 
die Koordinaten (1, 1, 1) und hei®t der Einhettspunkt. Die drei Fun- 
damentalpunkte (in fester Reihenfolge) bestimmen mit dem Einheits- 
punkte das Koordinatensystem. 


Jetzt kénnen wir f nennen: Punkt der (homogenen) Koordinaten 
%,, %q, %,; und hierftir ist die Formel (%1, %_, %3) eine Abktirzung. Diese 
Festsetzungen haben aber nur dann einen bestimmten Sinn, wenn man 
das Koordinatensystem — etwa System R — kennt. Fiir sich voll- 
standig ist daher nur eine Formel, die auch das Koordinatensystem 
enthalt, etwa: 

(aa, operas 


Doch ist es iiblich, sich mit der vorherigen Formel zu begniigen. Die 
zugrunde liegende Zahlenformel wird man zur Unterscheidung etwa mit 


(% | %_| %3) oder bloB x, | x_| x3 


bezeichnen. Nimmt man auch hierin homogene Verdnderliche an, so 

ordnen sich die Folgen den (gewohnlichen) Zahlenpaaren zu. Wie man 

nun zur Begriindung des Imaginaren den Zahlbegriff dahin erweitert, 

daB die Paare reeller Zahlen wieder Zahlen heiBen — etwa Zahlen 

zweiter Stufe —, so kann man bei Annahme von homogenen Kompo- 
it 
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nenten die Folge x,|x,|%3 als Zahl zweiter Stufe einfiihren und den 
Folgen x,|x, als den Zahlen erster Stufe gegeniiberstellen. 

Nimmt man jetzt auf einer Ebene vier feste Geraden A BCE an, 
von denen keine drei durch einen Punkt laufen, und nennt jede Ge- 
rade G, fiir die zwei von den Doppelverhaltnissen A (BC EG), B(CA EG), 
C(ABEG) vorhanden sind, eine Gerade des Netzes ABCE, so kann 
man fiir die Geraden dieses Netzes homogene Koordinaten ,, U2, ug 
derart einfiihren, daB im allgemeinen 


ts 4 (BCEG)) “BE B(CAEG), | == CABEG. 
Uu U U 
3 1 2 


Bestehen zwei von diesen Doppelverhaltnissen, so besteht auch das 
dritte, auBer wenn G eine der Geraden A BC ist. Fiir A nimmt man 
als Koordinaten (1, 0, 0) oder (g, 0, 0) fiir B (0, 1, 0) oder (0, @, 0), fiir 
C (0, 0, 1) oder (0, 0, 0), Z wird durch (1, 1, 1) oder (9, @, @) 
dargestellt. Die Geraden A BCE bestimmen, die drei ersten als Fun- 
damentallinien, die letzte als Einheitslinie, das Koordinatensystem. 
Man pflegt in der Ebene Punkt- und Linienkoordinaten gleichzeitig 
einzufiihren, indem man in ihr ein Dreieck und ein Paar Elemente, 
die in bezug auf das Dreieck Pol und Polare (§11, Seite 84) sind, fest- 
halt. Es seien abc die Ecken des Dreiecks, A BC ihre Gegenseiten, 
der Punkt e Pol der Geraden E fiir abc; von den Punkten abce sollen 
keine drei auf einer Geraden, also auch von den Strahlen A BCE keine 
drei in einem Biischel liegen. (Die Figuren abce, ABCE und ABCE, 
abce sind polarreziprok.) Nehmen wir einen Punkt $(x,, %., 3) im 
Netze abce und eine Gerade G(u,, ug, us) im Netze ABCE, dann 
wird G von den Strahlen A, B, C, ap, bp, cp im yy, Vo, VauPrs Pos Ps 
so getroffen, daB 
X3 Ug vy Uy Xo Us 


(727377121) = ay Ae (7377172P2) = eee (717273Ps) =— Hy Uy? 


oder 


Xo U NU XoU 
(7177273 P1) = Xp Uy Pa » (%17%273P2) = Aan Za 
No Uo 
(717273P3) = es ty ; 
denn bedeutet fiir einen Augenblick ¢ den Punkt AE, so ist 
x. 
a(beep) =, A(BCEG) = (chey,) ==, a(cbee) =—1, 


NU 
~ qu, = 2 (Cbpe) -a(cbee)-a(cbey,) = a(chpy,) = (yx¥ah1y) usw. 
Liegt p auf G, so fallt p mit p,, p,, #3 zusammen, die Doppelverhalt- 
nisse (717273P1), (”1Y2¥sh2), (Y1/2%sh3) werden gleich, die Summe 
4 Uy + Xog + X3Ug wird Null, und umgekehrt. Man tiberzeugt sich 
leicht, daB dies auch dann richtig bleibt, wenn eine oder mehrere Ko- 
ordinaten verschwinden. 
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Sind nun ¢(¥,, V2, 3) und 7(z,, 2%), 23) Punkte des Netzes abce, 
und macht man 


Uleae Osh are 9 8%] 131 03°" Vite Vary; 
so verhalten sich v,, v,, vs wie ganze Zahlen, ohne gleichzeitig ver- 
schwinden zu kénnen, und stellen, da 
V4, + Yoo + Ye¥3.—=9, 2,0, + 2,0, + 2,7, = 0, 

eine Gerade dar, die zum Netze A BCE gehért und die Punkte qr ent- 
halt, d.h.: Verbindet man zwei Punkte des Netzes abce, so erhalt man 
eine Gerade des Netzes A BCE; sucht man den Durchschnittspunkt zweier 
Geraden des Netzes A BCE, so erhalt man einen Punkt des Netzes abce. 
Nennen wir daher solche Geraden auch ,,Geraden des Netzes abce‘‘, ihre 
Koordinaten auch ,,Koordinaten im Netze abce“, jene Punkte auch 
,,Punkte des Netzes ABCE“ usw., so sind alle Punkte und Geraden, 
die aus den Punkten abce oder aus den Geraden A BCE dadurch hervor- 
gehen, dab man in der Ebene abc nur Punkte durch Geraden verbindet 
und Durchschnittspunkte von Geraden aufsucht, Elemente des Netzes abce 
oder nach Belieben A BCE zu nennen. Und nach § 15 (Seite 110) lassen 
sich alle Elemente des Netzes aus den Punkten abce oder aus den Ge- 
vaden ABCE durch jene Konstruktionen allein herstellen. 

Die Gleichung %,uU, + X%yUz + %3Uz = 0 ist die notwendige und hin- 
veichende Bedingung fiir das Aneinanderliegen der Elemente (x,, %9, Xs) 
und (Uy, Uy, Us), von denen das eine ein Punkt, das andere eine Gerade 
des Netzes abce ist. 

Das Element (%,, %,, %3) werde mit x bezeichnet, das Element 
(p,, fo, Ps) mit p usw. Durch den Punkt x des Netzes abce kann man 
vier zum Netze gehérige Strahlen ziehen, indem man x mit vier Punkten 
pars des Netzes verbindet. Der Strahl xf hat die Koordinaten 

Xap3—X3he, %3b,—%b3,-  %1P2— %ehy- 
Folglich ist das Doppelverhaltnis 
es x 
ALD. i, Xp) = ee , ebensod (B,C, E, xq) = ee Ae usw. 
Daraus ergibt sich aber auch fiir die Strahlen x, «q, x7, xs ein Doppel- 
verhaltnis 


(%3 Py — %1 Pg) (41% — %2%1) — (1 b2 — ¥2h1) (%¥3%1 — %1"3) 
(%3 91 — %193) (¥%1%2 — %21) — (¥1 Ya — %291) (4371 — *1") 
(%3 91 — 193) (¥1 So — ¥2 $1) — (4192 — ¥291) (¥351 — *1 Ss) 
(4321 — %1 Ps) (41 Sg — ¥2 51) — (41 b2 — *2 Px) (¥%3 51 — 4153) 


und wenn z.B. (xp7) die Determinante »’ + %,f,73 bedeutet, so ist 


(pr) (¥qs) | 
ALES arremore: 


War x, = 0, so muBte man ABC durch BCA oder CAB ersetzen. 
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Auf der Geraden u des Netzes abce kann man vier Punkte des Netzes 
bestimmen, indem man wu mit vier Strahlen «fyd des Netzes zum 
Schneiden REDE Fiir diese Punkte ergibt sich das Doppelverhaltnis 

__ (way) (ufo) 


u(oByo ~ (uBy) (wed) 
Sind also xpqrs gleichartige Elemente des Netzes abce, und liegen 


von den vier Elementen fq7s keine drei in einem einférmigen Gebilde, 
so bestehen mindestens zwei von den Doppelverhaltnissen 


b(grsx), g(rpsx), 7r(pqsx), 

d.h. x ist ein Element des Netzes pqrs, und iiberhaupt alle Punkte 
und Geraden des Netzes abce gehéren zum Netze pqrs, insbesondere 
abce, ABCE selbst. Bezeichnet man mit pars vier Punkte des Netzes 
abce, von denen keine drei in gerader Lime legen, oder vier Geraden 
des Netzes abce, von denen keine drei sich in einem Punkte treffen, so 
gehiéren alle Elemente des Netzes abce auch zum Netze pqrs und um- 
gekehrt. 

Die vorstehenden planimetrischen Betrachtungen lassen sich sofort 
auf zentrische Figuren iibertragen. Durch einen beliebigen Punkt ziehe 
man drei Strahlen abc, die durch drei Ebenen A BC verbunden werden, 
und auBerhalb dieser Ebenen einen Strahl e nebst der (nach § 11, Seite 85) 
als Polare fiir abc zu e gehorigen Ebene EF. Diejenigen Strahlen und 
Ebenen des Biindels abc, die aus den Strahlen abce oder aus den Ebenen 
ABCE dadurch hervorgehen, daB man nur Strahlen durch Ebenen 
verbindet und Durchschnittslinien von Ebenen aufsucht, werden £/e- 
mente des Netzes abce oder ABCE genannt. Sind fqrs vier Strahlen 
oder vier Ebenen des Netzes abce, von denen keine drei in einem Biischel 
liegen, so gehéren alle Elemente des Netzes abce auch zum Netze pqrs 
und umgekehrt. Diese Elemente haben je drei homogene Koordinaten 
im Netze abce oder ABCE; abc heiBen Fundamentalstrahlen, e Einheits- 
strahl, ABC Fundamentalebenen, E Einheitsebene des Koordinaten- 
systemes. Sind x, die Koordinaten des Strahles x, u,u gu, die der 
Ebene uw im Netze abce, so hat man: 


“2 — a (bcex) usw., “2 — A(BCEw) usw. 
Eos Us 


Der Strahl x und die Ebene w liegen dann und nur dann aneinander, 
wenn 
XU, + X%oUe + XU, = 0. 
Sind xpqrs Strahlen oder Ebenen des Netzes, so hat man: 
(* pr) (¥q5) 
*(P97S) = Gan (eps) 
Damit verlassen wir die Gebilde zweiter Stufe. Wir nehmen jetzt 
fiinf feste Punkte an, abcde, von denen keine vier auf einer Ebene 
liegen, und projizieren e aus den Punkten a, b, c, d auf die Ebenen 
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bcd, cda, dab, abc nach €1, €, €g, &y. Die Ebene abe mag die Gerade 
cd im Punkte e,, schneiden, die Ebene ace die Gerade bd im Punkte ¢,5 
usw. Sind £15, p23, 34 Punkte der Netze cdeyy, adeégg, abeg,, ist p der 
Durchschnittspunkt der Ebenen abf,,, bcpo3, cdp34, und werden die 
Geraden ac, ad, bd von den Ebenen dd, bcp, acp in den Punkten 
Pr, Pog, pig getroffen, so sind p.,, po3, p13 Punkte der Netze acés,, 
ades3, bde,3; denn wenn man noch f aus a, b,c, d auf bed, cda, 
dab, abc nach pj, py, ps, py projiziert, so ist in der Ebene cda der 
Punkt e, aus c, d, a auf da, ac, cd nach €o3, x4, 19 Projiziert, ebenso 
Py nach po3, fog, Pig, folglich liegt py, im Netze ace,, usw.; und man 
bemerkt, daB die Punkte ~,, 2, £3, p, zu den Netzen bcde,, cdaey, 
dabe,, abce, gehéren. Jeder Punkt f, der sich aus a, b, c, d auf bcd 
cda, dab, abc nach Punkten der Netze bcde,, cdae,, dabes, abce, 
projiziert, wird ein Punkt des Netzes abcde genannt; die Gerade cd 
wird von der Ebene ab in einem Punkte £,. des Netzes cdé,, getroffen 
usw. Insbesondere sind alle Punkte der Netze bcde,, cdae,, dabes, 
abce, zum Netze abcde zu rechnen. 

Es seien %,%2%3 die Koordinaten von p, im Netze abce,, also 
a = (bee y4P 4), we = (Ce,P24) » mH = (4b e54P5q) - 
Dann kann man die Zahl x, so hinzufiigen, daB x, 3%, die Koordinaten 
von ~, im Netze bcde, werden, daB also noch 


XX. x 
By = (Cd eqy Pp), me = (dbe,5P,s) . 


Aus den Werten von (a@cé4p.,) und (cdé,.p1.), oder von (abé34 pg,) 
und (bdeé,3p,3) folgt: 

Ba = (daey,po5) « 

Die Zahlen x, 3%, haben also die Eigenschaft, daB x,%3%, die Ko- 
ordinaten von ~, im Netze bcde,, x3x%,x, die von p, im Netze cdae,, 
%q4%1%_ die von ps im Netze dabe,, %,%%3 die von py im Netze abce, 
vorstellen. Solche Zahlen sind auch dann vorhanden, wenn # mit zweien 
der Punkte abcd in gerader Linie liegt, aber in keinen dieser Punkte 
fallt. Liegt p z. B. in der ab, aber nicht in a oder 8, so fallen f, pop3phy 
nach bapp, und man hat x, = 0, x, = 0, aber *,, ¥, nicht Null. Ver- 
einigt sich # mit einem der Punkte abcd, so wird eine der Projektionen 
bi pop3ph, unbestimmt; fallt p z.B. nach a, so wird p, unbestimmt, 
bopsh, fallen nach a, man nimmt x, = 0, *3 = 0, %,= 0 und fir *, 
irgendeine endliche, von Null verschiedene Zahl. 

Die Zahlen x,%,%3%, bestimmen den Punkt # als Durchschnitts- 
punkt der Ebenen abf,., acp,, usw. und heiBen Koordinaten von p 1m 
Netze abcde; man kann statt ihrer auch 0%,, 0%), 0%3, OX, nehmen, 
wenn 9 weder 0 noch 0 ist. Diese Koordinaten sind wieder als homogene 
zu bezeichnen; sie kénnen nicht gleichzeitig Null werden, ihre Ver- 
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haltnisse sind rationale Zahlen, andere Beschrankungen bestehen nicht. 
Fiir alle Punkte des Netzes bcde, ist x, = 0, fiir alle Punkte des Netzes 
Cd ey ist. x, = X%, = 0, usw. Die Punkte a, b, c, d, e haben der Reihe 
nach die Reprasentanten (1, 0, 0,0), (0, 1, 0, 0), (0, 0, 1, 0), (0, 0, 9, 1), 
(1, 1, 1, 1) und heiBen der erste, zwette, dritte, vierte Fundamentalpunkt, 
beziehungsweise der Einheitsbunkt. Die vier Fundamentalpunkte (in 
fester Reihenfolge) bestimmen mit dem Einheitspunkte das Koordinaten- 
system. 

Nunmehr k6nnen wir # nennen: Punkt der (homogenen) Koordinaten 
X14» %g, %3,-%,; und hierfiir ist die Formel (%1, %2, %3, %,) die tibliche 
Abkiirzung. Fiir sich vollstandig ware erst eine Formel, die auch das 
Koordinatensystem — etwa System S — enthalt: 

(%1, %2, %3, %4; S). 
Die zugrunde liegende Zahlenfolge bezeichne ich mit 
(%,|%_[%5|%.) oder bloB x,|%_|%|%4- 

Indem ich auch hierin homogene Komponenten voraussetze, schlieBe 
ich diese Folgen den schon friiher eingefiihrten Zahlen erster und zweiter 
Stufe als Zahlen dritter Stufe an. Zahlen erster Stufe werden in der 
Geometrie den Elementen eines Grundgebildes erster Stufe zugeord- 
net, usw. 

Wie die Punkte des Netzes abcde und ihre Koordinaten definiert 
wurden, werden nach dem Gesetze von der Reziprozitat zwischen Punkt 
und Ebene, wenn von den fiinf festen Ebenen A BCDE keine vier in 
einem Biindel liegen, die Ebenen des Netzes ABCDE und ihre Koordi- 
naten definiert; A BCD werden die Fundamentalebenen, E die Einheiis- 
ebene des Koordinatensystemes. Ist P eine Ebene des Netzes A BCDE 
mit den Koordinaten u,u.v,u,, so hat man im allgemeinen: 
= (CDA, COBECDEIODE, 


Us 


Man pflegt Punkt- und Ebenenkoordinaten gleichzeitig einzufiihren, 
indem man vier feste Punkte a, b, c, d, die durch vier Ebenen A, B, 
C, D (namlich bcd, cda, dab, abc) verbunden werden, und auBerhalb 
dieser Ebenen einen Punkt e nebst seiner Polarebene E fiir abcd (§ 11 
am Ende) annimmt, so daB abcde, ABCDE und ABCDE, abcde 
polarreziprok werden. Der Punkt e,, in dem die Gerade ae der Ebene A 
begegnet, ist dann der Pol der Geraden A E fiir bcd. Es sei p(%1, %, %g, %,4) 
ein Punkt im Netze abcde, P (U1, Ug, Uz, U4) eine Ebene im Netze 
A BCDE; von den Ebenen A, B, C, D werde P in den Geraden Saaeae 
3, 84, von den Strahlen ap, bp, cp, dp in den Punkten 4,, 5, ps, Pr 
getroffen. Im Netze bcde, hat die Gerade g, die Koordinaten Uglg U4, 
die Projektion p’ des Punktes # aus a auf A die Koordinaten Ng Xq%q. 
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Bezeichnet man den Punkt g, g, d.i. ABP (also den Durchschnitts- 
punkt der Geraden cd mit der Ebene P) mit y,, usw., so liegen y1,h5), 
auf einer Geraden (némlich auf den Ebenen P und cdf) usw. 

Wenn von den Geraden g,£5g3g, keine drei durch einen Punkt gehen 
(d.h. wenn P keinen Fundamentalpunkt enthalt, oder wenn 1, uy tt3t 
von Null verschieden sind), so kann man auf der Ebene P etwa von g, 
den Pol € in bezug auf gog3g, (oder 34724723) Konstruieren und findet 

Higeloge TAMU AEN 
als Koordinaten von ~, im Netze go 23242, (oder 3470473), 
— XU —s Xgl — Kg%q,. -Xgltg, Xt, 

als Koordinaten von f, in demselben Netze, usw. Wird namlich in der 
Ebene A der Punkt #’ aus 0 auf die Gerade cd nach p” projiziert, so 
erhalt man nach einer oben (Seite 164) gemachten Bemerkung, wenn 
man noch beriicksichtigt, daB p’’poyz, auf einer Geraden (némlich auf 
den Ebenen P und ab) liegen, und da die Indizes permutiert werden 
diirfen: 

(Y33Y 112?) = — Sars , 

Po (71371471234) = Ysa (131471222) = — os , 
XoU 
Po (¥31¥14 724713) = ee > Ysa (Y2a%23712P) = — i 
Po (Yaa V1a 72412) = Po (¥sa¥ 14V 2018) -Po Ys47107/13 23) = a sex Uy’ 
— %4 U4 4444 


Po (1373423724) = yu + Hg Uy’ Yea 23 7347/13P 2) = 1 Uy + Yq Uy 1X4 Uy ) 


see is 


73a Yas 7'23€ Pr) = 734 (Yoa23© 712) * 3a (Y247/237 12P 1) = gy? 


44 Uy Hy Up, 


Yon (Yes V3 Ps) = Hy Up’ 03 (Ysa Yoa® Pa) = qq? 


Ysa YoaV23 © Po) = 731 (20723 &P1) = sae 
— %4 4 
V24 (Y23 3a Po) = Ht, Wg Uy + qty? 
44 U 44Us + %4U 
Yas (7347248 P 2) = = tis: a 
Liegt p auf P, so fallt p mit 1, fo, p3, py zusammen, die Summe 

Ny Uy + X%_Mg + X%3Ug + xu, Wird Null, und umgekehrt. Von der Be- 
schrankung, da8 P keinen Fundamentalpunkt enthalten soll, kann man 
sich leicht befreien. Sind daher ¢(¥1,VoV3¥a), 1 (21222324), S(t, tytg%4) 
Punkte des Netzes abcde, und setzt man die Determinanten 


Ve, Sey OA Vee evan ya 
sae Gow Ge 40) ce Ue? 
t,t, 4, bt, t ty 
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Ba iB Aye 8 van ae es 
ay By By Une Seq 45 By SS Ue 
ty ty ty ty ty ts 


so verschwinden die Summen 
Vy + Vo2 + V3 + Vag, 4% + 2Q¥2 + 2g Ug 1 24g, 
£10, + tyVg + tg + tyUq, 

und es stellen v,v9v3v, eine Ebene dar, die zum Netze A BCDE gehort 
und die Punkte gq, 7, s enthalt, d.h.: Verbindet man dret Punkte des 
Netzes abcde, so erhilt man eine Ebene des Netzes ABCDE; sucht man 
den Durchschnitispunkt dreier Ebenen des Netzes ABCDE, so erhdilt 
man einen Punkt des Netzes abcde. Demnach fallen die Geraden, die 
je zwei Punkte des Netzes abcde verbinden, mit den Geraden, in denen 
je zwei Ebenen des Netzes A BCDE sich schneiden, zusammen. Diese 
Geraden sollen ,,Geraden des Netzes abcde“ oder ,,Geraden des Netzes 
ABCDE“, die Ebenen des Netzes A BCDE auch ,,Ebenen des Netzes 
abcde“, ihre Koordinaten auch ,,Koordinaten im Netze ABCDE“ 
die Punkte des Netzes abcde auch ,,Punkte des Netzes ABCDE", 
ibre Koordinaten auch ,,Koordinaten im Netze ABC DE“ heiBen. Alle 
Punkte, Geraden und Ebenen, die aus den Punkten abcde oder aus den 
Ebenen ABCDE durch graphische Konstruktionen hervorgehen, sind 
Elemente des Netzes abcde (oder des Netzes ABCDE). Und alle Elemente 
des Netzes werden aus den Punkten abcde oder aus den Ebenen A BC DE 
durch graphische Konstruktionen hergestellt. 

Die Gleichung %,Uy + % Uy + % Ug + %4Ug =O ist die notwendige 
und hinreichende Bedingung fiir das Aneinanderliegen der Elemente 
(X1%_%3Xq) Und (Uy UyUzU4), von denen das eine ein Punkt, das andere 
eine Ebene des Netzes abcde ist. 

Das Element (%,%)%3%,) werde mit x bezeichnet, das Element 
(1234) mit y usw. Durch die Punkte x und y des Netzes abcde 
kann man vier zum Netze gehérige Ebenen legen, indem man die Ge- 
rade xy mit vier Punkten pgrs des Netzes verbindet. Die Ebene x yp 
hat die Koordinaten 5/+ x,y3p,, S)-+ %3),p,4 usw., so daB 


y+ Xo V3 P 
CDA, B, E, xyp) = Sees, 


ebenso 


a + #, 
usw. Folglich bestimmen die Ebenen xy, xq, xyr, xys ein Doppel- 
verhaltnis 


Ait %VgPq- 2 %3Vi%4 — Xt %3 V1 Pa X A %oVo%4 
Lit %oV3da° Xt HV %4— LA 4391 q4° 2 + He V3%4 
x Lit %2V5394° 2X + %3V184— 2 3194-2 + PO 
Lit %2 gpg +2 43 V1S4— LA Hg Vy pg- VA HoVg54 
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Bedeutet daher z. B. (xypr) die Determinante Y + %4VoP31%4, SO ist 
__ (vy pr) (*¥q8) 
ey Sars) (wyqr) (xyps) | 
Im Falle %,y,—%,73 = 0, d.i. %3: %, = yg: y,, ersetzt man ABCD 
durch eine Permutation. 

Auf der Durchschnittslinie zweier Ebenen w und v des Netzes abcde 
werden vier Punkte des Netzes bestimmt, indem man die Gerade uv 
mit vier Ebenen «By6 des Netzes durchschneidet. Fiir diese Punkte 
ergibt sich das Doppelverhiltnis 

uveey) (uvpo 
wv (&Byd) = moe 

Sind also xypfqrs gleichartige Elemente des Netzes abcde, und 
liegen von den fiinf Elementen pgvsx keine vier in einem Gebilde 
zweiter Stufe, so bestehen mindestens drei von den Doppelverhaltnissen 


rs(pqxy), gs(brxy), gr(psxy)  usw., 
d.h. y ist ein Element des Netzes pqrsx, und iiberhaupt alle Elemente 
des Netzes abcde gehéren zum Netze pqrsx, insbesondere abcde, 
ABCDE selbst. Bezeichnet man mit parsx fiinf Punkte des Netzes 
abcde, von denen keine vier in einer Ebene liegen, oder fiinf Ebenen des 
Netzes abcde, von denen keine vier durch einen Punkt gehen, so sind alle Ele- 
mente des Netzes abcde auch Elemente des Netzes pqrsx und umgekehrt. 
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Wurden fiinf Punkte a, b, c, d, e festgehalten, von denen keine vier 
in einer Ebene liegen, so konnten wir jedes Element des Netzes abcde 
durch Zahlen darstellen. Jeder graphischen Beziehung zwischen solchen | 
Elementen entsprach ein gewisser Zusammenhang zwischen den Zahlen, 
die zur Darstellung der Elemente dienten. Es war aber noch nicht zu 
erkennen, ob sich die analytische Behandlung auf alle Elemente aus- 
dehnen 1aBt. 

Zuerst waren Zahlen zur Unterscheidung der Elemente von Netzen 
in einférmigen Gebilden eingefiihrt worden; wir werden demgemaB auch 
jetzt zuerst ein einférmiges Gebilde in Betracht ziehen. Es seien a, b,e 
beliebige Punkte einer Geraden, die den eigentlichen Punkt  enthalt, 
und in dieser Geraden mégen die eigentlichen Punkte f und g auf ver- 
schiedenen Seiten von # angenommen werden. Im Netze abe kann ich 
(§ 21, Seite 159f.) einen eigentlichen Punkt B zwischen f/ und #, einen 
eigentlichen Punkt E zwischen # und g, endlich einen nicht zur Strecke 
BE gehorigen Punkt A wahlen, so daB BE durch Af getrennt werden, 
und um festzustellen, ob p zum Netze abe 
gehért, brauche ich nur die Beziehung 
jenes Punktes zum Netze ABE zu 
untersuchen. Wenn nun der Punkt # 


he 
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einen Index im Netze A BE besitzt, so liegt dieser jedenfalls zwischen 
0 und 1 (§ 21, Seite 159f.); es wird daher geniigen, die Punkte des Netzes 
ABE, die den Indizes 

ligy te eno” 1 

2003 ioe ed oe iy 
entsprechen, der Reihe nach zu konstruieren und darauf zu achten, 
ob man unter ihnen dem Punkte # begegnet. 

Allein nach den bereits in den beiden ersten Paragraphen (Seite 16 
und 24, vgl. auch §15 am Ende) gemachten Bemerkungen ist diese 
Konstruktion nicht beliebig weit auszudehnen, vielmehr besteht allemal 
unter Beriicksichtigung der Verhdltnisse des einzelnen Falles eine Grenze, 
die man nicht zu iiberschreiten hat. Um eine solche Grenze zu er- 
mitteln, geht man von der Erwagung aus: 

daB man in jedem einzelnen Falle eine Strecke MN anzugeben vermag, 
innerhalb deren einzelne Punkte nicht mehr voneinander unterschieden 
werden, und daB von jeder kongruenten oder kleineren Strecke dasselbe gilt. 


(Vgl. die Einleitung, Seite 2f.) Man mache nun auf der Geraden ab 
zu beiden Seiten von # die Strecken ph und fk mit MN kongruent 
und bestimme zwei Punkte h’ und k’ des Netzes ABE, die zwischen 
p und h, bzw. zwischen # und k fallen; die Indizes von h’ und k’ im 
Netze ABE sind positive echte Briiche, die — auf den kleinsten ge- 


meinschaftlichen Nenner gebracht — durch -, : dargestellt werden 


mégen. Da # zwischen h’ und k’ liegt, so konnen (§ 21, Seite 159f.) als 
etwaige Indizes von # im Netze ABE nur diejenigen (positiven, echt 
gebrochenen) Zahlen in Betracht kommen, die zwischen — und < - liegen. 
Mindestens eine solche Zahl kommt in der Reihe 
1 2 v 
v+l? v+]1’ tenes gy 1 

vor; der entsprechende Punkt ist, wenn er nicht genau mit # zusammen- 
fallt, doch nicht merklich von # verschieden, da er sonst zwischen h’ 
und f oder zwischen » und k’ miiBte eingeschaltet werden kénnen. 
Dasselbe gilt fiir die Nenner v + 2, v + 3, ... ; tiberhaupt werden die 


Punkte, die den Zahlen zwischen -. und “. entsprechen, soweit deren 


Konstruktion gelingt, von # nicht merklich verschieden sein. 

Wenn man nicht schon unter den positiven echten Briichen mit 
kleinerem Nenner eine Zahl angetroffen hat, die den Punkt p genau 
darstellt, so wird es hernach zwecklos sein, die Versuche iiber den 
Nenner v + 1 hinaus fortzusetzen, und so fiihrt immer eine endliche 
Anzahl von Konstruktionen zu einer Zahl &, die als Index im Netze 
ABE den Punkt p mit hinreichender Genauigkeit darstellt. Endlich be- 
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rechnet man eine rationale Zahl x, die als Index im Netze abe den 
Punkt # hinreichend genau angibt, aus der Gleichung 
é (abeA)—(abeE) (abeB)—-* 
(abeB)—(abeE) (abeA\)—-x 

Es werde jetzt ein Strahlenbiischel mit eigentlichem Scheitel an- 
genommen, und in ihm werden drei Strahlen « Be festgehalten. Be- 
zeichnet man mit o einen beliebigen Strahl des Biischels, so entsteht 
die Frage, ob @ durch einen Index im Netze «fe dargestellt werden 
kann. Man lege durch einen (vom Scheitel des Biischels méglichst ent- 
fernten) eigentlichen Punkt p des Strahles @ eine Gerade, die «, B, ¢ in 
a, b, e schneidet, und bestimme eine rationale Zahl x, die als Index 
im Netze abe den Punkt p genau oder doch hinreichend genau wieder- 
gibt; die Zahl x, als Index im Netze «fe aufgefaBt, darf fiir einen hin- 
reichend genauen Reprasentanten des Strahles o erklart werden. Auf 
diese Bestimmung kann man immer zuriickgehen, wenn in einem ein- 
formigen Gebilde vier Elemente a’ b’e’ p’ gegeben sind und gefragt wird, 
ob zu p’ ein Index im Netze a’ b’e’ gehért ; denn man kann im Biischel «8 
den Strahl @ derart konstruieren, daB die Figuren «feo und a’‘b’e'p’ 
projektiv werden, und darf dann die nach der obigen Vorschrift be- 
stimmte Zahl x, als Index im Netze a’b’e’ aufgefaBt, fiir einen hinreichend 
genauen Reprasentanten des Elementes f’ erklaren., 

Da hiermit die Moglichkeit gegeben ist, im jedem einformigen Ge- 
bilde die Lage eines beliebigen Elementes gegen drei feste durch eine ge- 
wohnliche Koordinate und folglich auch durch zwei homogene Koordinaten 
hinreichend genau zu bezeichnen, so wird die entsprechende Forderung 
zunachst fiir die Gebilde zweiter Stufe ebenfalls erfiillbar. Sind z. B. 
abce vier Punkte einer Ebene, von denen keine drei in gerader Linie 
liegen, ein Punkt der Ebene abc auBerhalb der Geraden bc, ca, ab, 
so untersucht man, wie der Strahl af gegen die Strahlen ab, ac, ae 
liegt, der Strahl bf gegen bc, ba, be, usw. Hat man zwei dieser Strahlen 
méglichst genau durch Indizes in den betreffenden Netzen dargestellt, 
so geben die drei homogenen Koordinaten, die nach § 22, Seite 162 den 
beiden Indizes entsprechen, die Lage des Punktes # mit hinreichender 
Genauigkeit an. Versteht man endlich unter ABIAE fiinf Punkte, 
von denen keine vier in einer Ebene liegen, unter # einen Punkt auBer- 
halb der Ebenen BFA FAA AAB ABI oder eine Ebene auBerhalb 
der Biindel AB[A, so ergeben sich aus drei Indizes-Bestimmungen 
die vier homogenen Koordinaten eines mit # genau oder annahernd zu- 
sammenfallenden Elementes, und wenn es sich darum handelt, die 
Lage einer Geraden zu bezeichnen, so werden zwei an ihr gelegene 
Punkte oder Ebenen benutzt. 

Ubrigens kann man als gegebene Elemente in letzter Linie stets 
eine Anzahl von eigentlichen Punkten ansehen, die méglichst genau durch 
eigentliche Punkte des Netzes ABPAE darzustellen sind. Dabei wird 
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man die zwischen den gegebenen Elementen stattfindenden Beziehungen 
beriicksichtigen; sollen z. B. vier Punkte pqrs in einer Ebene liegen, 
aber pgr nicht in einer Geraden, so sucht man, nachdem die Punkte 
par und also auch die Ebene pgr dargestellt sind, von den drei fiir s 
erforderlichen Indizes nur zwei direkt auf, wahrend man den dritten 
aus der Bedingung fiir das Aneinanderliegen der Ebene fgr und des 
Punktes s berechnet, usw. 

Der Einfachheit wegen wollen wir nur Punkte als gegeben betrachten. 
Wenn diese nicht durchweg mit Punkten des Netzes ABFAE genau 
zusammenfallen, wenn also die den ermittelten Koordinaten entspre- 
chende Figur nicht genau mit der gegebenen iibereinstimmt, so kann 
doch die analytische Untersuchung sich nur auf die erstere beziehen, 
und ihre Resultate werden an der letzteren sich nur annihernd be- 
statigen. 

Die iibliche Darstellung der Geometrie geht nicht auf den em- 
pirischen Ursprung der geometrischen Begriffe zuriick und kennt 
daher nicht die Ungenauigkeit und die Beschrankungen, mit denen 
die hier vertretene empiristische Auffassung sich abfinden mu8. So 
entsteht die Aufgabe, auf dem gewonnenen empiristischen Unterbau das 
iibliche Lehrgebaéude, das jene Hindernisse nicht kennt, zu begriinden. 
Zu dem Zweck will ich von einem Grundgebilde erster Stufe, der ge- 
raden Punktreihe, ausgehen und darin ein Koordinatensystem Q vor- 
aussetzen, so daB der Punkt x durch die Formel (x,, %,; Q) bezeichnet 
werden kann; dabei miissen wir den Quotienten der (homogenen) Ko- 
ordinaten rational annehmen. Ist nun der Punkt g der Formel (g,, g, ; Q) 
eine hinreichend genaue Darstellung von %, so gilt dies auch vom Punkt 
h der Formel (hy, hy; Q), wenn die Zahlenfolge (Zahl erster Stufe) h, | hy 
zwischen %,|%2 und g, | go liegt, d.h. der Quotient h,:h, zwischen 
X%,:% und g,: ga. (Im Fall eines Quotienten » ist eine Abanderung 
vorzunehmen.) Wir treffen nun die Bestimmung: Wenn die Zahl h, | hy 
zwischen %,| %, und g, |g, liegt, so soll /,| hj, auch wenn h,: hy nicht 
rational ist, so behandelt werden, als ware es eine im Koordinaten- 
system Q einem Punkte, und zwar einer Naherungsstelle fiir x, ent- 
sprechende Zahlenfolge, d. h. als ware die Formel (1,, h,; Q) die Formel 
eines Punktes , der x annahernd darstellt. So erhalten wir eine nicht 
bloB tiberalldichte, sondern stetige Menge von Naherungsstellen, tiber- 
haupt eine stetige Menge von Punkten in der Punktreihe. Damit ist 
fiir die Gerade mit ihren Punkten die Auffassung erreicht, die in dem 
tiblichen Lehrgebaude, in der mathematischen Geometrie, von vorn- 
herein als etwas Fertiges auftritt. Wahrend die physikalische Geometrie 
gewisse Punktformeln, wie oben (%,, %2) und (h,, yg), nicht auseinander 
zu halten braucht, werden diese in der mathematischen Geometrie als 
,mathematische“ Punkte unbedingt voneinander unterschieden. Indem 
man die vorstehende Betrachtung auf die Zahlen zweiter und dritter 
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Stufe ausdehnt, gelangt man schlieBlich dazu, unter Annahme eines 
Koordinatensystems S folgende Bestimmungen zu treffen: 

1. Die aus einer beliebigen Zahl dritter Stufe x, |x| x5 | x4 gebildete 
Pore lal teas a %,; S) kann, wie eine Punktformel, Formel des 
mathematischen Punktes x, behandelt werden. 

2. Die aus einer beliebigen Zahl dritter Stufe u, |u| usu, gebildete 
Formel (#1, “,, “3, 44; S) kann auch als Formel einer Ebene, der ma- 
thematischen Ebene u, behandelt werden, mit der MaBgabe, daB der 
Punkt » dann und nur dann der Ebene uw angehért, wenn 

Uy %y + UgX%_ + Ug%s + Ug%, =0. 

3. Die Gesamtheit der mathematischen Punkte x, die zwei Ebenen 

u, v zugleich angehGren, also die beiden Gleichungen 
Uy % + Ug%_ + Ug%y + UgX%y =O, 0, %, + Vg%_ + Ug%3 + 44%, = 0 
erfiillen, heiBt eine mathematische gerade Linie. 

Ziehen wir hieraus, ehe wir weitere Bestimmungen treffen, einige 
Folgerungen. Vier mathematische Punkte x, y, z, ¢ liegen dann und nur 
dann in einer Ebene?!), wenn die Determinante 2 + %, y9%4¢, verschwin- 
det. Drei Punkte x, y, z liegen dann und nur dann in einer Geraden, 
wenn alle Determinanten dritten Grades aus der Matrix 


H 
| 
| 
| 
if 


verschwinden. Nimmt man in einer Ebene drei Punkte a, 0, c an, die 
nicht in gerader Linie liegen, so werden alle Punkte der Ebene durch 
die Zahlenfolge (Zahl dritter Stufe) 


HG, = AD, | UC,, “%aq Al, = lla, as + Ads - pls, 
tA, + Ab, + ey 
dargestellt, wenn xA\u alle Zahlen zweiter Stufe durchlauft. Nimmt 


man in einer Geraden zwei Punkte a, 6 an, so werden alle Punkte 
der Geraden durch die Zahlenfolge (Zahl dritter Stufe) 


2a, +AD,| xa, + Ab, | waz + Abs | xa, + Ady 


dargestellt, wenn x | alle Zahlen erster Stufe durchlauft. Werden die 
auf das Aneinanderliegen der ,,Elemente‘‘: Punkt, gerade Linie, Ebene 
beziiglichen Ausdriicke und Bezeichnungsweisen in dem frither er- 
klarten Sinne weiter beibehalten, so erkennt man, da in den vor- 
stehenden Bemerkungen die Worte ,,Punkt“ und ,,Ebene“ miteinander 
vertauscht werden diirfen, und daB die Satze 1, 2, 4, 5, 7—15 des § 8 


2 By 3 2q | 


1) Das Beiwort ,,mathematisch wird bei den Punkten, Geraden und 
Ebenen im folgenden weggelassen, dagegen werden die eigentlichen und die 
durch solche definierten Elemente besonders kenntlich gemacht. 
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giiltig bleiben. Sind vier Ebenen eines Biischels gegeben, und nimmt 
man auf der Achse des Biischels zwei Punkte w, y und in jenen Ebenen, 
aber auBerhalb der Achse, vier Punkte #, q, 7, s, so stellt der Quotient 


(wy pr) (4¥q5) 


(wyqr) (¥y Ps) 
wo z.B. (xypr) die Determinante »'+ %,)37, bedeuten soll, eine 
nur von den gegebenen Ebenen abhangige Zahl vor. In Riicksicht 
hierauf schreibt man 

4, in dem Biischel, dessen Achse die Punkte x und y enthalt, den 
vier Ebenen, die nach den Punkten #, q, 7, s (in dieser Reihenfolge) 
hingehen, ein bestimmtes Doppelverhdltnis zu, das durch den Ausdruck 


(wy pr) (¥9qS5) 
(xyqr) (xyPs) 
definiert wird. Ebenso wird 
5. auf der Geraden, in der die Ebenen w und v sich durchschneiden, 
fiir die vier Punkte, durch die die Ebenen «, f, y, 6 (in dieser Reihen- 
folge) hindurchgehen, der nur von diesen vier Punkten abhangige Aus- 


druck 


> 


(uvay) (uv BO) 


(uv By) (wv ad) 
als Doppelverhdlinis eingefiihrt. 
Sind «, B, y, 6 die Ebenen xy, xq, xyr, xs, so kann man wahlen: 
Oy = Xt %Vepq, %=—LAAVsby, %= 2 + MVohs, 
ty = —* + Vos 


usw. und erhalt: 


Uy Uy Uy Uy | %y %q Xe Xa Uy Uy Up 
(UUGY) == 00, 0, Ua OV ao Ly ce a Ne | eon 
O, OH, Gs Oy | 1) %o 13 M4 Oy Oy Op 
WO Z. B. ty = Uy % + Ug%y+ Ug%g+Uyxy. Daa, =a,=0,a,=—(xyp7), 
so wird 
(uvay) = (XVPT) (Ug Vy — UyVq) , 
ebenso 


(wvBo) = (% VS) (Ue Vy — UyVz) 
usw. Die Differenz u,v, —u,v, ist nicht Null, folglich haben die 
Ebenen afy0d dasselbe Doppelverhaltnis wie die perspektive Punkt- 
reihe auf der Geraden wv. Man schlieBt hieraus: Je zwei perspektive 
Punktreihen haben einerlei Doppelverhaltnis, ebenso je zwei perspektive 
Ebenenbiischel. 

6. Das feste Doppelverhaltnis aller Punktreihen und Ebenenbiischel, 
die mit vier Strahlen eines Strahlenbiischels perspektiv liegen, wird 
das Doppelverhdltnis der vier Strahlen genannt. 

Das Doppelverhaltnis von vier Elementen abcd eines einférmigen 
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Gebildes ist also gleich dem Doppelverhdltnis jeder projektiven Figur. 
Diese Zahl soll auch der Index von d im Netze abc genannt werden: 
ist sie eine ganze Zahl u, so soll d das nt Element des Netzes abc heiBen. 

7. Sind a, b,c,d vier Elemente in einem einférmigen Gebilde, so sagt 
man von den Paaren ab (oder ba) und cd (oder dc), daB sie getrennt 
oder nicht getrennt liegen, je nachdem das Doppelverhaltnis von abcd 
negativ oder positiv ist. 

Die Worte ,,Punkt“ und ,,Ebene“‘ kénnen auch jetzt iiberall mit- 
einander vertauscht werden. 

Die so eingefiihrten Begriffe werden wieder graphische oder projektive 
genannt. Aus ihnen werden alle Begriffe und Bezeichnungen, die wir 
in der projektiven Geometrie eingefiihrt hatten, auch jetzt in gleicher 
Weise abgeleitet. Dies ist freilich nur deshalb zulassig, weil alle graphi- 
schen Satze — und zwar jetzt ohne jeden Vorbehalt giltig bleiben, 
wie zunachst in Kiirze gezeigt werden soll. 

Das Doppelverhaltnis von vier Punkten pars einer Geraden laBt 
sich namlich auf eine einfache Form bringen, wenn man zwei weitere 
Punkte a, 6 der Geraden einfiihrt und dann fiir 7 = 1, 2, 3, 4 setzt: 


Pi =44+%4d;, G =a; +40, =a td, s=—a,+7;, 
wodurch unter voriibergehender Benutzung von zwei willkiirlichen 


Punkten «xy auf einer die vorige nicht schneidenden Geraden jenes 
Doppelverhaltnis 


(wy br) (vy qs) (%¢ —p) A—?) 


(vyqr) (wy Ps)  (A—p) (¢ —») 
sich ergibt. Aus dieser Form leitet man sofort den Zusammenhang 
zwischen den durch Permutation der Punkte pqgrs sich ergebenden 
Doppelverhaltnissen ab, wie er in § 21, Seite 157 angegeben ist, und tiber- 
tragt ihn auf beliebige einférmige Gebilde. Man beweist ferner fiir fiinf 
Elemente pqrst eines einférmigen Gebildes, daB die Doppelverhaltnisse 
der drei Figuren pqst, pqtr, pars als Produkt die Eins liefern. Daraus 
folgt die Richtigkeit der vier letzten Satze des §7. Von den graphi- 
schen Sdtzen des § 9 braucht nur einer hier bewiesen zu werden, etwa 
der dritte; behalt man die dortigen Bezeichnungen bei, so liefern die 
Doppelverhaltnisse der Figuren K Lit’, LJ kk’, J Kil’ das Produkt Eins 
(vgl. die Betrachtung auf Seite 161 f.); wenn also das erste Doppelverhalt- 
nis negativ und das zweite positiv ist, so ist das dritte negativ. Die 
graphischen Sdtze der §§ 10—12 werden aus den vorhergehenden gra- 
phischen Satzen gefolgert. — Figuren mit gleichem Doppelverhaltnis 
sind projektiv. Das Doppelverhaltnis von vier harmonischen Elementen 
ist negativ und gleich seinem reziproken Werte, also =—1. Je vier 
Elemente mit dem Doppelverhaltnis — 1 sind harmonisch. 
Unter Beibehaltung der vorigen Bezeichnungen findet man: 


abs abs abs 
(wy as) (xy bp) v E ees v 
ind p= <= indg==, indvy=—, 
p (wybs) (vyap) x ey | be 
Pasch-Dehn, Vorlesungen. 2. Aufl. 12 
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cad f= (wy pr) (¥yqa) _ (u—x)A 


v 

Pa 
(wyqr) (*y pa) (U—Ale vw 
i 


wenn also im Netze abs der Index von y zwischen den Indizes von p 
und q liegt, so ist das Doppelverhaltnis der Punkte pqva negativ, die 
Paare pq und ra liegen getrennt. — Die Punkte pgva liegen harmonisch 
unter der Bedingung 

2 1 


1 
re 

Diese ist u. a. erfiillt, wenn ~, g, 7 im Netze abs die Indizes » — 1, 
n+ 1, m besitzen, wo eine ganze Zahl bedeutet, d.h. auch bei der 
jetzigen Definition der ganzzahligen Indizes wird der (w — 1)t¢ Punkt 
des Netzes vom (w + 1)te2 durch den n” und den Nullpunkt harmonisch 
getrennt, die Definition fallt also mit der fritheren zusammen. Werden 
nun in einer Geraden die Punkte AB, durch BP getrennt, ist also 
das Doppelverhaltnis der Punkte A B,B)P negativ, folglich das der 
Punkte A B,B,P gréBer als Eins, ist ferner 1 die gréBte positive ganze 
Zahl, die den Index von P im Netze AB,B, nicht tibersteigt, B, 
der n und B,,,, der (w + 1) Punkt des Netzes A By B,, so fallt ent- 
weder B, mit P zusammen oder (der Index von P fallt zwischen 
und ~-+ 1 und) es werden B,B,,, durch AP getrennt. Damit ist 
jener graphische Lehrsatz des § 15 (Seite 110) erwiesen, der auf dem 
damaligen Standpunkte nicht aus graphischen Satzen hergeleitet werden 
konnte, und es schlieBen sich daran ohne weiteres alle tibrigen graphischen 
Satze an, die wir in den §§ 15—18 abgeleitet haben. — Die Paare pq 
und rs sind fiir a 4quivalent unter der Bedingung 


] ] 1 1 1 i il 1 
Siti gical veg GUO ee re cineties paw ane 
Um alle Satze des § 21 auf irrationale Indizes ausdehnen zu kénnen, 


bemerken wir, daB 


ite r 
ie As Ss A 
a eae) aoe ee 

x A 


und definieren fiir beliebige Lage der fiinf Punkte: 


1 1 
‘ és Fae 
ind\pg)=#—*, 
—— > 


so daB 
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und mithin, wenn fiir a die Paare pq und rt aquivalent sind: 


al TE dS eta 
Gal ane enn 

eine Erklarung, die man fiir die in § 21 betrachteten Punktreihen mit 
der dort gegebenen in Ubereinstimmung bringt. Die in § 21 gegebenen 
Satze werden jetzt auch fiir nicht durchweg rationale Indizes als giiltig 
erkannt, zunachst in der Punktreihe, infolgedessen aber auch im Strahlen- 
und Ebenenbiischel. Dadurch fallen schlieBlich auch in § 22 die 
Beschrankungen weg, wonach die Koordinatenverhaltnisse rationale 
Zahlen sein muften und nur diejenigen Elemente durch Koordi- 
naten darstellbar waren, die sich aus den das Koordinatensystem be- 
stimmenden Elementen durch gewisse Konstruktionen ergeben. Der 
Koordinatenbegriff wird derart erweitert, daB aus irgend fiinf Punkten, 
von denen keine vier in einer Ebene liegen, ein Koordinatensystem ge- 
bildet werden kann, wobei die Doppelverhaltnisse in jedem Koordinaten- 
systeme in gleicher Weise aus den Koordinaten berechnet werden und 
die Bedingung des Aneinanderliegens von Punkt und Ebene immer die 
namliche Gestalt besitzt. 


Die Stammbegriffe der projektiven Geometrie haben durch die vor- 
stehenden Festsetzungen die umfassendere Bedeutung erlangt, auf die am 
Ende des § 15 hingewiesen wurde; sie sind in analytische Begriffe um- 
gesetzt. Damit ist die analytische Geometrie fiir das Gebiet der projek- 
tiven Geometrie in der iiblichen Gestalt gewonnen, wobei die krummen 
Gebilde auBer Betracht geblieben sind. Die allgemeine Geometrie er- 
wuchs aus einem Kevyn: Kernbegriffen, Kernsaétzen. Der auf projektive 
Eigenschaften beschrankte Teil der Geometrie erwachst aus einem 
Stamm; der Stamm der projektiven Geometrie ist jedoch kein Kern; 
die projektiven Stammbegriffe und Stammsatze sind vielmehr ab- 
geleitete Begriffe und Satze, die auf Definitionen und Beweisen beruhen. 
Dieser Stamm ist jetzt rein analytisch geworden, nur die Einkleidung 
ist der Geometrie entnommen. Ein innerer Widerspruch in diesem 
Stamm ware also ein Widerspruch innerhalb der Analysis; ein solcher 
muB aber hier als ausgeschlossen angesehen werden. 


Wir waren, von den Figuren ausgehend, zu rein analytischer Be- 
handlung aufgestiegen. Bei der Ubertragung der analytischen Ergeb- 
nisse in die Figur kommt der am Ende des § 15 besprochene Satz zur 
Geltung. Um diesen jetzt aufstellen zu kénnen, bedarf es nur noch 
der Bestimmung, daB 

8. wenn a, b, c eigentliche Punkte auf einer Geraden sind, ¢ zwischen 
a und b gelegen, jeder durch a und 0 nicht von ¢ getrennte Punkt der 
Geraden ab ein ,,Punkt der Strecke ab“ oder ein ,,zwischen a und b ge- 
legener Punkt™ und 

9. wenn d und e Punkte der Strecke ab sind, jeder durch d und e 


12* 
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von a oder 6 getrennte Punkt f der Geraden ab ein ,,zwischen d und e 
gelegener Punkt genannt wird. 

Von den Punkten der Strecke ab gelten die Satze 6—18 und die 
Definition 4 des ersten Paragraphen; zum Beweise kann man die Indizes 
im Netze abc einfithren, wobei die Punkte der Strecke ab allen positiven 
Werten entsprechen und der Index von f zwischen die Indizes von d 
und ¢ fallt (vgl. § 21, Seite 159f.). Nehmen wir nun innerhalb einer geraden 
Strecke A B den uneigentlichen Punkt E, und setzen wir voraus, daB 
auf der Geraden AB Punkte A,A,A, ... in unbegrenzter Anzahl de- 
finiert werden. Im Netze A BE seien a,a,a, ... die Indizes der Punkte 
A,A,Ag ...; diese positiven Zahlen besitzen eine positive untere 
Schranke c, derart, daB keine jener Zahlen unter den Wert c sinkt, 
daB aber, wenn d irgendeine iiber c gelegene Zahl bedeutet, nicht alle 
Zahlen a,da,a, ... iiber d liegen. Ordnet man den Indizes ¢ und d die 
Punkte C und D zu, so fallt C entweder nach B oder zwischen A und B; 
kein Punkt der Reihe A,A,A, ... liegt zwischen B und C; zwischen 
A und D liegen nicht alle Punkte der Reihe. Damit ist der in § 15, 
Seite 114 angegebene Satz bewiesen, zugleich aber auch der allgemeinere: 

Sind drei Elemente A BF in einem einférmigen Gebilde gegeben, 
und kann man in diesem Gebilde Elemente A,A,A, ... in unbegrenzter 
Anzahl definieren, die von F durch A und B getrennt werden, so gibt 
es ein von F durch A und B getrenntes oder mit B identisches Element 
C, derart, da8, wie immer das von F und A durch C getrennte Ele- 
ment D in dem Gebilde gelegen sein mag, nicht alle Elemente der 
Reihe A,A,A, ... durch A und D von F getrennt werden, wahrend 
kein Element der Reihe durch B und C von F getrennt wird. 

Diesen Satz kann man beispielsweise bei der Aufsuchung der Doppel- 
elemente einer Involution im einférmigen Gebilde anwenden. Die In- 
volution ist durch zwei Elementenpaare bestimmt; liegen die Paare 
getrennt, so sind keine Doppelelemente vorhanden (§ 16, Seite 119). 
Demnach seien etwa auf einer Geraden A die Punktepaare ax, 6B in 
nicht getrennter Lage gegeben; die Paare af, ba mégen getrennt liegen. 
Nimmt man auf /# den Punkt c zwischen 0 und f fiir den Grenzpunkt a 
@ © @ e e e—_e—— 

a b c i y p ce 

und nennt y den homologen Punkt in der durch die Paare ax, bf be- 
stimmten Involution, so liegt fiir a auch y zwischen b und B (§ 16, 
Seite 119), folglich y entweder zwischen 6 und c oder zwischen c und p. 
Fassen wir nun diejenigen Lagen von c ins Auge, bei denen das letztere 
eintritt, und nennen wir f den durch diese Punktmenge nach dem vor- 
stehenden Satze bestimmten Punkt der Geraden fA zwischen } und 8, 
so liegt f zwischen c und y (denn zwischen f und y liegt kein Punkt c); 
jedem Punkte zwischen } und f entspricht in der Involution ein Punkt 
zwischen 8 und f, und umgekehrt; folglich entspricht f sich selbst. 
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ebenso (§ 16, Seite 119) der vierte harmonische Punkt g zu auf. Sind 
also in einem einformigen Gebilde zwei nicht getrennte Elementenpaare 
gegeben, so besitzt die dadurch bestimmte Involution zwei Doppelelemente. 
Die Frage nach den Doppelelementen von zwei aufeinander liegenden ein- 
formigen Gebtlden, die projektiv, aber weder dquivalent noch involutorisch 
sind, laBt sich auf den Fall der Involution zuriickfiihren; denn solche 
Doppelelemente miissen zugleich Doppelelemente der durch die ge- 
gebene Projektivitat nach dem letzten Satze des § 16 bestimmten In- 
volution werden, und umgekehrt. 

Zu demselben Ergebnis beziiglich der Involution fiihrt die Gleich- 
heit der Doppelverhaltnisse (abBx) und («fb&) fiir konjugierte Ele- 
mente «€. Setzt man zur Abktirzung die negative Zahl (aBba) = — m, 
so wird 


(abBx) = 1— (apbx), 


eS cebe) es glee bse 
(a BOE) ~ (@BEa) 1— (aBEa) ies aoa EO 
(af b&) 


(1 — (aBdx)) (m+ (apbé)) = (1+ m) (aBb8). 
Wird x ein Doppelpunkt, werden also (aBbx) und (afb&) eine und 
derselben Zahl y gleich, so kommt: y? + 2mm =m und 


g=—m+Vm(m-+1). 
Diese beiden Werte von 7 sind die Koordinaten der Doppelpunkte f 
und g im Netze aBb. Da m(m-+ 1) < (1+ m)?, so entspricht dem 
oberen Zeichen ein Wert (afbf) zwischen 0 und 1, dem unteren ein 
Wert (aBbg) <—™m. 

Beide Werte sind im allgemeinen irrational, und es entsteht daher 
die Frage, was sie geometrisch zu bedeuten haben. Dabei kénnen 
wir uns auf den Fall beschranken, wo die gegebenen Punkte a, «, b, B 
eigentliche Punkte einer Geraden sind; m ist daher eine positive rationale 
Zahl und bezeichnet, als Index im Netze afb aufgefaBbt, die Lage des 
Punktes « oder eines. von « nicht merklich verschiedenen Punktes, 
der fiir die weitere Betrachtung an Stelle von « tritt. Der Index von f 
in jenem Netze 

(250) i, WO Ova <9 1) 
ist im allgemeinen irrational, aber auch wenn er rational ist, so kann 
es vorkommen, daB& er mehr Konstruktionen verlangt, als die Figur 
auszufiihren gestattet. Man bestimme nun die positive ganze Zahl A 
y 
et 9.2 ee oe ee 
a b A, B, & Bp vd 


so groB, da& der dem Index A im Netze Bab entsprechende Punkt ¢, 
mit B eine Strecke begrenzt, die nicht gréBer ist, als die auf Seite 171 f. ein- 
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gefiihrte Strecke MN. Wenn im Netze aBe, den Indizes DeSnt seede 


Punkte ¢,, ¢,, ... entsprechen, so ist 
l 2 (ist 
(a Bbe,) = 7 (ap be,) = 4? (a bes) Ge Oye oe 
die Gebilde ae,Bey, @ey6,03, 43,4, ... sind harmonisch, und nach 


§ 14, Seite 107 sind die Strecken ¢,¢,, ¢,@3, . . . kleiner als die Strecke Be,, 
folglich auch kleiner als MN. In der Reihe 
0 1 2 w— I 1 


Ww Ww w 


seien dy, @y + - diejenigen Zahlen, zwischen denen ~* liegt, A, und 


B,, seien die entsprechenden Punkte, und in der Reihe 2, 3,..., 4 sei 
v die erste Zahl, fiir die die Strecke A,B, nicht gréBer als MN aus- 
fallt. Ist dann x unter den Zahlen 

ie) yy 3 PS e241 


5 UNAS cg se py CHER ; 

nicht anzutreffen, so nenne man /’ einen eigentlichen Punkt zwischen 
A, und B,; von den mit A, und B, in der Involution konjugierten 
Punkten liegt einer auBerhalb der Strecke A,B,, der andere — etwa 
der mit A, konjugierte — fallt zwischen A, und B, und ist also nicht 
merklich von f’ verschieden. Da hiernach A,/f’ annahernd als ein Paar 
der Involution zu betrachten sind, so ist f’ von seinem konjugierten 
Punkte nicht merklich verschieden und hat wenigstens anndhernd die 
Eigenschaften des Punktes f. Deshalb wird bei der Anwendung der 
analytischen Geometrie der eigentliche Punkt, den wir vorhin /’ ge- 
nannt haben, geradezu mit f bezeichnet und als der dem Index »x ent- 
sprechende Punkt, also als Doppelpunkt der Involution angesehen. — 
Nach der Auseinandersetzung auf Seite 172f. laBt sich dieses Ergebnis auf 
beliebige Involutionen in einférmigen Gebilden iibertragen. 

Um die beriihrte Frage allgemein zu erfassen, nehme ich an, daB 
auf analytischem Wege ein Punkt f ermittelt sei, der zu einer durch 
eigentliche Elemente eines Netzes ABT AE (vgl. S.173f.) gegebenen 
Figur in einer vorgeschriebenen projektiven Beziehung steht. Wir 
haben dann fiir jenen Punkt Koordinaten fi fof,f,, deren Verhaltnisse 
reell sind, aber nicht rational, oder doch zur genauen Konstruktion 
nicht geeignet zu sein brauchen. Das vorausgeschickte Beispiel mag 
gentigen, um erkennen zu lassen, daB immer ein eigentlicher oder durch 
eigentliche Strahlen darstellbarer Punkt vorhanden ist, der zur ge- 
gebenen Figur genau oder annahernd in der verlangten Beziehung steht. 
Dieser Punkt wird ber der Anwendung der analytischen Geometrie geradezu 
mit f bezeichnet und als die geometrische Darstellung der Punktformel 
(fis fo» fg, fa) angesehen. 

Die gegebene Figur kann um den jetzt mit f bezeichneten Punkt 
erweitert und die erweiterte Figur von neuem der analytischen Be- 
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handlung unterworfen werden. Sucht man ater den urspriinglichen 
Bestimmungen gemaf Koordinaten im Netze ABP AE zu ermitteln, 
so fallen deren Verhaltnisse nicht immer rational aus und brauchen 
jedenfalls mit den Verhiltnissen der Zahlen f,f.f,f, — die wir doch 
soeben als Koordinaten von f hingestellt haben — nicht tibereinzu- 
stimmen. Der hierin gelegene Widerspruch wird nur dadurch gehoben, 
da8 wir der Ungenauigkeit, die den Koordinaten anhaftet, gehérig Rech- 
nung tragen. Jede Koordinatenbestimmung wurde auf die Aufgabe 
zuriickgefiihrt, in der Verbindungslinie zweier eigentlichen Punkte B, E 
die Lage des zwischen B und E gelegenen eigentlichen Punktes p durch 
einen Index im Netze ABE darzustellen, wobei wir A auBerhalb der 


Strecke BE annahmen. Waren — und - die Indizes zweier eigentlichen 


Punkte h’ und k’, zwischen denen # liegt, derart, da innerhalb der 
Strecke hh’k’ einzelne Punkte nicht mehr voneinander unterschieden 


as : : : Y Ss 
werden kénnen, und lieB sich zu der zwischen » und — gelegenen 


rationalen Zahl &€ ein eigentlicher Punkt konstruieren, so war er 
von # nicht merklich verschieden, und wir nahmen deshalb € als Ko- 
ordinate von f im Netze ABE. Diese Bestimmung ist aber (siehe 


Seite 174f.) dahin zu erweitern, da jede zwischen = und gelegene 


— rationale oder irrationale — Zahl ¢’ mit gleichem Rechte als Ko- 
ordinate von # genommen werden kann; sucht man in der Tat & auf 
die vorhin erérterte Weise innerhalb der Strecke BE darzustellen, so 
gelangt man zu einem von # nicht merklich verschiedenen Punkte. 
Dadurch ordnen wir dem Punkte # eine stetige Folge von Zahlen zu, 
deren jede die Lage von # mit hinreichender Genauigkeit wiedergibt; 
und die Koordinatenverhiltnisse iiberhaupt erhalten, indem jedes aus 
einer gewissen Zahlenfolge willkiirlich entnommen werden darf, die- 
jenige Unbestimmtheit, die durch die am Schlu8 der Einleitung 
schon hervorgehobene Ungenauigkeit der geometrischen Begriffe be- 
dingt wird. Die Rechnung folgert aus gegebenen Zahlenrelationen 
andere, die mit jenen unbedingt zusammenbestehen, und bringt aus ge- 
gebenen Zahlen andere hervor, die vorgeschriebenen Beziehungen zu 
den gegebenen Zahlen vollkommen genau entsprechen; aber die Uber- 
tragung der Figur in Zahlen und die Riickkehy von den Rechnungsergeb- 
nissen zur Figur kann nicht mit gleicher Genauigkert erfolgen. 

Wir haben im vorstehenden nur graphische Konstruktionen in Be- 
tracht gezogen, aber die mit dem Begriff der Kongruenz zusammen- 
hangenden sind nicht minder mit Ungenauigkeit behaftet. Bezeichnet 
man, wie in § 20, Seite 147 mit ABDEaqa’ eigentliche Punkte einer 
Ebene, derart daB Aaa’ in einer Geraden, A zwischen a und a’, B und 
D auf einerlei Seite der aa’, a und E auf verschiedenen Seiten der A B 
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liegen, aB und AD auf aa’ senkrecht stehen und die Figuren A Ba, 
BAE kongruent sind, so fallt in der Euklidischen Geometrie der Schen- 


, 


a 
5 A 
a 
8 
a 
Abb. 66. 


kel AE mit dem Schenkel AD zusammen, in der 
hyperbolischen fallt er zwischen die Schenkel AD 
und Aa, in der elliptischen zwischen die Schenkel 
AD und Aa’. Danach ist das Doppelverhaltnis 
A(BDaE) entweder Null oder negativ oder positiv. 
Die Versuche ergeben, daB die Schenkel AD und AE 
zusammenfallen oder doch nicht merklich auseinander- 
gehen. Wir sind daher berechtigt, den Wert jenes 
Doppelverhaltnisses, den Index des Strahles A F im 
Netze A(BDa), aus einer stetigen Folge von posi- 
tiven und negativen Zahlen, die in gewisser Nahe 


der Null liegen, beliebig zu entnehmen; aber wir sind nicht gendtigt, ihn 
genau gleich Null zu setzen, wie es die Euklidische Geometrie verlangt, 
die freilich fiir die von uns betrachteten Figuren (vgl. § 1, Seite 16) 
hinreichende Genauigkeit besitzt. 


Die Grundlegung der Geometrie in 
historischer Entwicklung. 


Einleitung. 


A. Anfang. Die ersten Kenntnisse von den raumlichen Dingen sind 
gewiB unbeabsichtigt entstanden, wie sie noch heute bei jedem heran- 
wachsenden Menschen entstehen kénnen. Dann haben Lebensnotwendig- 
keiten, Hausbau und Ackerwirtschaft, Handwerk aller Art den Menschen 
veranlaBt, diese Kenntnisse bedeutend zu erweitern, und ihn zur Ent- 
deckung mancher merkwiirdigen und nicht immer einfachen Erscheinungen 
gefiihrt. Zuerst die Griechen haben gleichsam Gedankenexperimente, die 
sich methodisch aufeinander aufbauen, dazu benutzt, um diese Kenntnisse 
fast ins Unabsehbare zu vermehren, Experimente, die man recht gut ver- 
gleichen kann mit denjenigen, die man von jeher zur Erforschung physi- 
kalischer Zusammenhange, speziell in der Mechanik und auch heute noch 
in der Thermodynamik benutzt. Diese in der Geometrie iiblichen Gedanken- 
experimente bezeichnen wir mit dem Namen ,,Konstruktionen‘. Sehr bald 
entstand bei den Griechen der Trieb, die auBerordentliche Sicherheit der 
geometrischen Ableitungen sich klarzumachen, einmal dadurch, daB sie 
das Gedankenverfahren bei diesen Experimenten genauer untersuchten, 
andererseits indem sie die hierbei gemachten Voraussetzungen genauer 
analysierten. Dieses Bestreben bestand naturgemaB ganz besonders bei 
denjenigen Griechen, die mit wahrhaft umfassender Leidenschaft die ,, Weis- 
heit‘‘ liebten, den echten Philosophen, insbesondere Platon!) und An- 
stoteles®). Derartige Bemiihungen haben sich bei den Philosophen bis in die 
neueste Zeit fast ungeschwacht fortgesetzt. Sind doch die mathematischen, 
speziell die geometrischen Erkenntnisse eine besonders scharf charak- 
terisierte, scheinbar besonders einfache ,,reine“‘ Art von Erkenntnissen. 

Freilich haben die Philosophen in den meisten Fallen den ersten Teil 
jener Untersuchungen bevorzugt, der sich mit der geometrischen Methode 
im allgemeinen beschaftigt, und den zweiten Teil den ziinftigen Mathe- 
matikern iiberlassen. Denn auch die schaffenden Mathematiker sind 
sehr bald dazu gekommen, sich mit den Grundlagen der Geometrie ge- 
nauer zu beschaftigen. Hippokrates von Chios (um 450 v. Ch.), derselbe, 


1) Uber die Beschaftigung Platons mit der mathematischen Methodik s. 
Cantor, Gesch. d. Math. Bd. I, Cap. X. 
2) Vgl. Heiberg: Mathematisches zu Aristoteles, Abhandl. zur Gesch. d. math. 


Wiss. 1904. 
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welcher die wunderbaren quadrierbaren ,,Méndchen“ entdeckte, hat nach 
dem Zeugnis des Proklos (um 400 n. Chr.) als erster Elemente der Geometrie 
(otoryeia) geschrieben!), Es war ja charakteristisch, daB die Geometrie 
bei den Griechen im Gegensatz etwa zu der agyptischen Praxis sehr friih 
éffentlich gelehrt wurde — eine Ausnahme hiervon bildete nur die alte 
pythagoreische Schule —, daB geometrische Abhandlungen abgefabt und 
verbreitet wurden. SchlieBlich entstand eine Art Elementarbiicher, in 
denen die Anfangsgriinde der Wissenschaft dargestellt wurden. Dies 
fiihrte naturgemaB dazu, ein fiir allemal bestimmte Grundtatsachen fest- 
zulegen, auf die sich der Lehrer bei der Fortentwicklung berufen konnte. 
So werden auch die Elemente von Hippokrates, die uns nicht erhalten sind, 
eine Sammlung von Grundtatsachen enthalten und damit die Grundlegung 
der Geometrie begonnen haben. 

Aus dem Altertum ist uns nur eine einzige Elementarlehre erhalten, 
das beriihmte Werk Euklids (ca. 330 v. Chr.?)), das durch seine Voll- 
kommenheit alle friiheren verdrangte, jedes spatere iiberfltissig machte. 
Die oroiyeie Euklids beginnen mit einer ausfiihrlichen, wohlgegliederten 
Darlegung der Voraussetzungen fiir die weitere Entwicklung, die wir 
spater ausfiihrlicher zu betrachten haben. 

Es gab noch einen dritten AnlaB, sich ernsthaft mit den Grundlagen 
zu beschaftigen, das war die dem gesunden Menschenverstand scheinbar 
widersprechende Entdeckung der Pythagoreer (ungefahr 500 v. Chr.), daB 
es nichtrationale Streckenverhialtnisse gibt, daB speziell Seite und Diago- 
nale des Quadrates kein gemeinsames MaB besitzen. Gleichsam erschrocken 
hielt der auf der vertrauten Bahn der Erkenntnis riistig fortschreitende 
Grieche an vor den zum ersten Male enthiillten geheimnisvollen Tiefen der 
Mathematik; zum ersten Male wurde der MiBklang zwischen Zahl und 
geometrischer GréBe wahrgenommen’). Es wurde ndétig, eine ganz 
,strenge, der unmittelbaren Anschauung nicht bediirfende Beweis- 

1) Es ist wahrscheinlich, daB die geschichtliche Auseinandersetzung bei Proklos 
von Eudemos (4. Jh. v. Chr.) stammt, aber ganz sicher ist es nicht. Und so trifft 
man leider bei einer kritischen Untersuchung der Quellen fiir die Geschichte der 
griechischen Mathematik tiberall, auch in den wichtigsten Dingen, eine auBer- 


ordentliche Unsicherheit. — Der Bericht des Proklos steht z. B. bei Bretschneider, 
Die Geometrie etc. vor Euklides, Lpz. 1870, S. 27ff. 

*) Von Euklidausgaben seien besonders hervorgehoben: a) Heiberg (griechisch 
mit lat. Ubersetzung). Leipzig 1883ff. b) Heath, The thirteen Books of Euclid’s 
Elements, 3 Bde., Cambridge 1908 (englische Ubersetzung und sehr vollstandige 
Sammlung alles dessen, was mit dem Text in Zusammenhang ist). Fiir das Ver- 
standnis der Grundlagen der Geometrie ist es sehr vorteilhaft, Euklid griindlich 
zu lesen und seine Methoden mit den heutigen zu vergleichen. 

*) Vgl. hierzu die bei Cantor Bd. I (3. Aufl.) S.183 wiedergegebene alte Anekdote 
von dem mystischen Untergang des Entdeckers der irrationalen Verhiltnisse, 
ferner Platon, Gesetze 819/820, wo jemand, der nicht wei, daB es irrationale 
Streckenverhaltnisse gibt (er denkt wahrscheinlich neben dem Verhaltnis der 
Diagonale des Quadrates zur Seite auch an das Verhiltnis der K6rperdiagonale des 
Wiirtels zur Seite), als des Namens Mensch und Grieche unwiirdig bezeichnet wird. 
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methode zu schaffen. So kénnen wir in dem die GréBenverhiltnisse 
behandelnden Buch V von Evklid die erste uns erhaltene im modernen 
Sinne axiomatische Darstellung eines Teilgebietes der Mathematik be- 
wundern. Da von Hippfokrates durch Eudemos iiberliefert ist), daB er 
bewies: ,,Die Inhalte von Kreisen verhalten sich wie die Quadrate der 
Durchmesser"’, so ist anzunehmen, daB schon Hippokrates die zur Begriin- 
dung jener geometrischen Arithmetik nétigen Hilfsmittel besessen hat. 

B. Hauptpunkte der Entwicklung. Man erkennt leicht vier Zentren 
fiir die Untersuchungen iiber die Grundlagen der Geometrie: 

1. Das Parallelenaxiom: Von allen Voraussetzungen, auf die Euklid 
die Geometrie aufgebaut hat, ist die auffallendste das Parallelenpostulat. 
Seit dem Altertum hat man immer wieder versucht, diese Voraussetzung 
aus den iibrigen abzuleiten, resp. auf eine einfachere zuriickzufiihren. 
Das 19. Jahrhundert hat diese Fragen vollstandig geklart: 

a) Man kann das Parallelenaxiom nicht mit Hilfe ,,einfacherer‘‘ Vor- 
aussetzungen, speziell nicht mit Hilfe der itbrigen in den Euklidischen Ele- 
menten gemachten Voraussetzungen ableiten. 

b) Auch ohne das Parallelenaxiom kann man die Geometrie vollstandig 
entwickeln, freilich auf einem schwierigeren Wege; diese Geometrie hat 
natiirlich — wegen a) — einen allgemeineren Charakter als diejenige, bei 
deren Entwicklung das Parallelenaxiom als giiltig vorausgesetzt wird. — 
Endlich hat man eine groBe Reihe der in Betracht kommenden Voraus- 
setzungen auf ihre Aquivalenz mit dem Parallelenpostulat hin untersucht. 

2. Schon Archimedes?) hat es fiir notig gehalten, die Benutzung von 
Stetigkeitsvoraussetzungen fiir Strecken- und InhaltsgroBen zu rechtfertigen. 
Hatten doch die Griechen in den allgemeinen Winkeln 
ein nicht stetiges (wir sagen heute ,,Nicht-Archi- B 
medisches“) GréBensystem entdeckt: Euklid III 16 zeigt 
namlich (s. Fig. 1), daB der Winkel « zwischen dem 
Halbkreis und dem Durchmesser gréBer als jeder spitze 
Winkel (und kleiner als ein rechter Winkel) ist und 
weiter, da8 der Winkel 6 zwischen Tangente und Peripherie kleiner als 
jeder spitze Winkel ist, daB also die Neigung zweier Geraden nicht durch 
fortgesetztes Halbieren kleiner gemacht werden kann als die Neigung der 
Tangente gegen die Peripherie. 

Die méglichst vollkommene Formulierung der Stetigkeitsvoraus- 
setzungen und das damit zusammenhangende Problem, die Geometrie 
durch arithmetische Konstruktionen zu beherrschen, hat die Mathe- 
matiker bis in die neueste Zeit beschaftigt. Von besonderer Wichtigkeit 
sind die — sehr erfolgreichen — Bestrebungen gewesen, die Geometrie 


Fig. 1. 


1) Dassog. Hippokratesfragments. b. Rudio, Biblioth. math. 3.Folge. Bd. 111.1902. 

2) In der Einleitung zur ,,Quadratur der Parabel‘‘. Archimedes-Ausgaben: 
a) Heiberg (griechisch mit lat. Ubers.) Leipzig 1880/81. b) Heath 1897/1912 (eng- 
lische Ubersetzung), deutsche Ubers. v. Kliem, Berlin 1914. 
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méglichst weit ohne Benutzung von Stetigkeitsbetrachtungen, sozusagen 
,elementar‘‘, zu entwickeln. 

3. Die prorektive Geometrie: Um die Wende des 19. Jahrhunderts hob 
sich rasch aus der Masse der iibrigen geometrischen Phanomene ein Teil 
immer scharfer heraus, in dem nur ganz wenige der allgemeinen geometri- 
schen Beziehungen zur Geltung kommen. In diesem Teil, der projektiven 
Geometrie, gibt es im wesentlichen nur Lagenbeziehungen, keine GréBen- 
beziehungen (er wird deswegen zuweilen auch ,,Geometrie der Lage” 
genannt). Es entstand die Aufgabe, diesen Teil der Geometrie nur mit 
Hilfe von Voraussetzungen tiber die Lageneigenschaften der geometrischen 
Gebilde zu entwickeln. — Die sich weiter erhebende interessante Frage, 
ob die projektive Geometrie im Sinne von 2. zur elementaren Geometrie 
gehort, also ohne Stetigkeitsvoraussetzungen abgeleitet werden kann, 
wurde bejahend beantwortet. Damit war ein bedeutender Fortschritt 
tiber Evklid hinaus erzielt. Endlich hat man wegen der besonderen Ein- 
fachheit den Bau der sich aufeinander stiitzenden Satze in der projek- 
tiven Geometrie griindlich erforscht. 

4, Seit dem Verfalle der griechischen Mathematik bis zum Ende des 
18. Jahrhunderts ist die Grundlegung der Mathematik sehr vernachlassigt 
worden. Die ersten so wunderbar fruchtbaren Jahrhunderte der modernen 
Mathematik sind charakterisiert durch Mangel an Systematik und naive 
Sorglosigkeit. Aber vom Beginn des 19. Jahrhunderts an ist in immer 
starkerem MaBe das gesamte Fundament der Mathematik, besonders auch 
der Geometrie untersucht worden. In der Geometrie bedeutet in dieser 
Beziehung die erste Auflage des vorliegenden Buches einen gewissen Ab- 
schluB, weil hier zum ersten Male ein vollstandiges Axiomsystem fiir die 
Elementargeometrie aufgestellt wurde. — Auch die logischen Elemente 
in dem mathematischen SchluBverfahren wurden von den Mathematikern 
scharfer untersucht. Es zeigte sich, daB es gar nicht einfach ist, zwischen 
rein mathematischen und rein logischen Beweiselementen zu scheiden. Hier 
spielt der Satz von der vollsténdigen Induktion eine ausgezeichnete Rolle. 

Man kann, streng genommen, nicht von ,,den‘‘ Grundlagen der Geo- 
metrie reden. Denn Art und Umfang der Grundlegung ist in sehr viel 
héherem MaBe abhangig von subjektiven Anschauungen des Bearbeiters 
als es mit anderen Gebieten der Mathematik der Fall ist. Was den Alten 
vollkommen streng erschien, kommt vielen heutigen Mathematikern naiv vor 
und selbst die arithmetische Begriindung der Lehre von stetig ausgedehnten 
GréBen durch Dedekind und WeterstraB, die der vorigen Generation end- 
giiltig erschien, wird heute nicht mehr als vollstandig anerkannt. Wenn wir 
also die Ergebnisse der menschlichen Bestrebungen in diesem Gebiet tiber- 
sehen und uns von der eigenen allzu subjektiven Einstellung befreien 
wollen, werden wir die historische Entwicklung zu Hilfe nehmen miissen?). 


1) Eine gute Literaturiibersicht findet man vor allem im Encycl.-Artikel III 
AB | (Enriques). Alles, was sich auf Untersuchungen iiber das Parallelenpostulat 
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Erstes Kapitel. 
Das Parallelenpostulat. 


§ 1. Das Postulat und ihm 4dquivalente Voraussetzungen. 


Das Parallelenpostulat lautet bei Euklid!): 

Kai edy eic dvo eideiag eddeia éunintovoa tag éytoo xal eal 

ta wdta wéon ywovias dbo deVay zldooovas nou, exBadlowévas tds 
Ovo eideias ex dneiQoy ovuninte, ep & wéon sioiy ai tay dbo 600d 
éhhdoooves (ywriat). 
,,Und wenn eine Gerade zwei Geraden (einer Ebene) schneidet und die 
inneren und auf einer Seite liegenden Winkel (zusammen) kleiner als zwei 
rechte macht, dann sollen die zwei Geraden, unbegrenzt verlangert, sich 
schneiden auf derjenigen Seite, wo die Winkel sind, die zusammen weniger 
als zwei rechte ausmachen.*‘ 

Die Stellung, die dieser Satz, haufig kurz das Euklidische Postulat 
genannt, in dem Gebaude der Euklidischen Elemente einnimmt, ist eins 
der wenigen Dinge in diesem Werk, die nicht ganz sicher iiberliefert sind. 
Die Mehrzahl der uns erhaltenen Manuskripte der Elemente geben diesen 
Satz als elftes ,,Axiom‘ unter den xowal éyyowm, d.i. unter denjenigen 
vorausgesetzten Eigenschaften geometrischer Gebilde, die von dem ge- 
meinen Menschenverstand ohne weiteres als richtig anerkannt werden. 
Aber gerade die alteste Handschrift bringt den Satz als fiinftes ,, Postulat‘ 
unter den aizjmata, die im wesentlichen Konstruktionspostulate sind. Bei 
dieser Stellung hat unser Satz die Bedeutung: ,,Wenn eine Gerade ..., 
dann wird gefordert, da man den gemeinsamen Punkt der beiden Geraden 
konstruieren kai.‘‘. Die genaue Untersuchung zeigt, daB die zweite Stel- 
lung wahrscheinlich der originalen Stellung entspricht und die Um- 
stellung etwa durch den Bearbeiter Theon von Alexandria (370 n. Chr.) er- 
folgt ist. — Der dem Parallelensatz unmittelbar vorhergehende Satz tiber 
die Gleichheit aller rechten Winkel hat diesen Platz, damit in dem 
Parallelensatz von der Gré8e rechter Winkel gesprochen werden kann. 
Wenn also der Hauptsatz an eine andere Stelle gebracht wurde, dann 
muBte auch der Vorbereitungssatz mit verstellt werden. 

Die Euklidische Fassung des Parallelenpostulats wird leicht als kiinst- 
lich empfunden. Aber den Griechen wiirde eine dem heutigen Gebrauch 
entsprechende Fassung, etwa: ,,Liegt der Punkt P nicht auf der Geraden a, 
dann gibt es durch P héchstens eine Gerade, die a nicht schneidet“, 


(Nichteuklidische Geometrie) bezieht, findet man sehr gut bei Bonola-Liebmann, 
die Nichteuklidische Geometrie 2. Aufl., Lpz. 1919. Die altere Literatur wird be- 
sonders beriicksichtigt bei Tvopfke, Geschichte der Elementarmathem. II. Aufl. 
Leipzig-Berlin 1921/24. 

1) Heiberg, S. 8/9. 
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kiinstlich und unehrlich erscheinen. Daf es iiberhaupt eine a nicht schnei- 
dende Gerade durch P gibt, kann ja auf Grund der tibrigen Voraussetzun- 
gen bewiesen werden (Ewklid 1 27, Satz vom AuBenwinkel). Deswegen 
darf das Parallelenpostulat nicht die natiirliche Fassung bekommen: durch 
P gibt es nur eine a nicht schneidende Gerade. Denn nach Moglichkeit 
wird man immer versuchen, die zugrunde zu legenden Voraussetzungen 
, teilfremd aufzubauen, d. h. so, daB nicht ein Teil der einen Voraussetzung 
bereits aus den tibrigen Voraussetzungen folgt. So kann man wohl behaup- 
ten, daB die Euklidische Fassung noch heute als die beste zu gelten hat — 


wenn man die Schlu8worte: ,,2q° &@ wéon...“, ,,auf derjenigen Seite...” 
weglaBt, weil diese Behauptung ebenfalls unmittelbar aus dem Satz 27 
folgt. 


Viele Mathematiker') haben bewuft die Euklidische Voraussetzung 
durch andere ersetzt, die ihnen nattirlicher erschienen. Andererseits kommen 
die meisten der angeblichen Beweise des Parallelenpostulats — es werden 
deren noch jetzt geliefert — dadurch zustande, daB, dem Verfasser un- 
bewuBt, sich in den Beweis Voraussetzungen einschleichen, die mit dem 
Parallelenpostulat aquivalent sind. Wir wollen einige von diesen Vor- 
aussetzungen auffiihren. Sie zerfallen in zwei Gruppen: 

1. Durch jeden Punkt eines Winkelraumes geht eine Gerade, die beide 
Schenkel schneidet. Oder: Zu jedem Dreieck gibt es emen umschriebenen 
Kreis. 

2. Jedes Viereck liegt im Innern eines Dreiecks. Oder: Die Winkel- 
summe in einem Dreieck ist gleich zwei Rechten. Oder: Eine Figur kann 
ahnlich verandert werden. 

Die ersten Voraussetzungen jeder Gruppe haben reinen Lagencharakter. 
Die anderen Voraussetzungen sind Aussagen tiber GréBenbeziehungen. 
Wahrend eine der Annahmen der zweiten Gruppe nur mit wesentlicher 
Benutzung von Stetigkeitsvoraussetzungen Aaquivalent ist mit dem Par- 

B allelenpostulat, ist das fiir jede der Annahmen der 

Do! QO ersten Gruppe ohne jene Voraussetzungen der Fall. 

ZB Ist (Figur 2). BAG ake DBA 

(D,C auf derselben Seite von A B) und die Halb- 

rau A ® geraden BD und AC schneiden sich im Wider- 

Fig. 2. spruch zu dem Euklidischen Postulat nicht, dann 

tragen wir auf der anderen Seite von AB den 

Winkel D'BA gleich < DBA an. Aus den Kongruenzsitzen folgt, daB 

auch BD’ die Verlangerung AC’ von CA iiber A hinaus nicht schneidet. 

Dann gibt es in dem von dem Winkel D’ BD gebildeten Raum durch den 

Punkt A keine Gerade, die beide Schenkel des Winkels schneidet. Also 

folgt umgekehrt aus der ersten Voraussetzung der Gruppe 1 die Giiltigkeit 
des Euklidischen Postulats. 


') s. Bonola-Liebmann, Kap. 1. 
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§ 2. Erste Fortschritte tiber Euklid. 


Euklid hat die ersten 28 Satze des ersten Buches ohne Benutzung des 
Parallelenpostulates abgeleitet. Eine sehr fruchtbare Idee war es, zu ver- 
suchen, ob man nicht noch sehr viel weiter ohne Parallelenpostulat kommen 
kénne. Diese Idee, die ihren Ursprung wohl in dem Wunsche hatte, 
das Parallelenpostulat zu beweisen, fithrte Saccheri (1733) und Lambert 
(1766) zu wesentlich iiber Euklid hinausgehenden Resultaten!). 

Das Wichtigste in jenen ersten Satzen von Evklid kann man so zusam- 
menfassen: 

1. Die Kreislinie ist konvex. 2. Die Kreistangente steht senkrecht auf 
dem Durchmesser. 

Sacchert und Lambert stellen analoge Untersuchungen tiber die Ab- 
standslime an, d. i. den Ort aller Punkte gleichen Abstandes von einer 
Geraden, der ,,Achse“ a. In der fi is ; 
Geometrie auf der Kugel ist siewieder 9 [—7 1 “ ; 

§ SS De Z 
ein Kreis und auch in der hier in 
Betracht kommenden _ ,,Nichteukli- 
dischen“ Geometrie hat diese Linie 
die wichtigsten Eigenschaften mit Fig. 3. 
der Kreislinie gemeinsam. Sie ist 
hier naéamlich ein Kreis mit ,,imaginaérem Radius“, wahrend der Ort in 
der gewohnlichen Euklidischen Gecmetrie eine Gerade ist. — Saccheri 
und Lambert beweisen, daB auch die Abstandslinie, falls sie nicht eine 
Gerade ist, eine konvexe Kurve ist und daB in diesem Falle ihre 
Tangenten mit dem Lote auf @ rechte Winkel bilden. Das hauptsachliche 
Beweismittel ist ebenso wie bei Euklid die Spiegelung. Als Beispiel mége 
der folgende Satz angefiihrt werden (Fig. 3): 

Ist AB im Punkt A senkrecht auf der Achse a und ¢ senkrecht 
auf AB in B, dann liegt auf ¢ kein weiterer Punkt der Abstandslinie 
zu a durch B oder ¢ ist selbst diese Abstandslinie. 

Es mégen A’, A” weitere Punkte von a, A’B’ und A’ B” Lote 
auf a sein und B’ und B” auf ¢ liegen. Dann wird also behauptet, aus 
AB=A'B' folgt A” B’’ = AB. Beweis: Nach Voraussetzung geht das 
Viereck AA’ BB’ durch Spiegelung an der Mittelsenkrechten auf AA’ in 
sich tiber, folglich ist auch der Winkel A’ B’ B ein rechter. Man halbiere 
nun AA” in M, und A’ A” in Mg, errichte in M, und M, Lote auf a, die¢ in 
N, und N, treffen, spiegele das Viereck A B M,N, an M,N, und das Viereck 
A’ B'M,N,anM,N,. Nach unserer Voraussetzung (4 B= A‘ B’) liegen 
dann die Spiegelbilder von B und B’ in demselben Punkte B von A” B’’. 
Es sind aber die beiden Winkel A”’BN, und A” BN, gleich einem 

1) Die wichtigsten hierhergehérenden Teile der Schriften von Sacchert, Lam- 


bert und den folgenden Mathematikern sind gesammelt herausgegeben in Stachel 
und Engel, Theorie d. Parallellinien von Euklid bis auf Gau8. Leipzig 1895. 
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Rechten. Folglich liegen die drei Punkte B, N, und N, auf einer Ge- 
raden, und es fallt also B nach B”. Also folgt in der Tat aus unserer 
Voraussetzung A’ BY’ = AB. 

Aus diesen Satzen iiber die Abstandslinie folgen dann die wichtigen 
,Homogenitdtssdtze. 1, Ist fiir irgend ein Dreieck die Differenz d von 


zwei Rechten und der Summe der Dreieckswinkel = 0, dann ist ent- 


sprechend in jedem Dreieck a50. 2. Entsprechend ist in jedem Vier- 
eck AA’ BB’ (Fig. 6), in dem die beiden Winkel bei A und A’ rechte 
Winkel sind und AB = A’B’ ist, AA'= BB’. 


Eine neue Erkenntnisreihe wird begonnen, indem man durch die 
Betrachtung der beiden Zerlegungsfiguren (Fig. 4 und 5) einsieht, daB 
d eine Zerlegungsinvariante ist, d.1. 
daB, wenn mit d; die entsprechende 
GréBe fiir ein Teildreieck bezeichnet 
wird, bei allgemeinster Zerlegung 
eines Dreiecks in Teildreiecke 

Fig. 4, Fig. 5. DH d; =. ist. 
Lambert kommt durch die Be- 
trachtung dieser Eigenschaften von d auf die Idee, die GréBe d 
mit dem Inhalt des Dreiecks in Verbindung zu bringen. In der Tat 
kann man leicht, unabhangig vom Parallelenpostulat, jedes Dreieck 
in ein Viereck A BGD verwandeln, bei dem die Winkel A und B 
rechte Winkel, die Winkel C und D gleich sind und fiir das die Seite 
CD eine vorgeschriebene Lange hat. Diese Verwandlung ist durch 
die Figuren 7 und 8 angedeutet. In 7 wird das Dreieck CD’E’ in 
das Dreieck CDE mit der vorgeschriebenen Seite C D verwandelt. In der 
Figur ist D’M,=—DM,, D'M,= E’'M, und M, ist der Schnittpunkt 
der Geraden CDE und M, M,. Ferner ist E’M, = EMs,, daraus folgt 


Fig. 6. Fig. 8. 


EM, = DM,, wo M, der Schnittpunkt von ED und M,M,M,ist. Zum 
Beweise falle man die Lote von D, D’, E, E’ auf M,M,M,M, und be- 
achte die in Fig. 8 dargestellten Paare von kongruenten Dreiecken. In Fig.8 
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wird die Verwandlung des Dreiecks ECD in das Viereck ABCD 
dargestellt. Hier ist CM,=—EM,, DM,=EM, und die Winkel A 
und B sind rechte. Nun gibt es aber, falls die Abstandslinie keine Gerade 
ast, keine zwei solcher Vierecke CDAB und CDA’B’ mit gleicher 
Seite CD und gleichen Winkeln C und D, weil es scnst cin Rechteck 
AB A’ B’ geben wiirde. Dreiecke mit gleichen d ergeben aber nach obigem 
auch Vierecke mit gleichen Basiswinkeln C und D. Daraus folgt, daB, 
falls die Abstandslinie keine Gerade ist, zwei Dreiecke mit gleichen d in 
dasselbe Viereck A BCD verwandelt werden kénnen, also in der Tat zwei 
Drevecke mit gleichen d inhaltsgleich sind. Daraus folgt weiter, wegen des 
Verhaltens von d bei der Zusammensetzung, daB in diesem Falle die In- 
haltsgrofe proportional mit d sem mu8; denn die Funktionalgleichung 
f(4, + 4,) =f(d,) + f(d,) hat als stetige Lésung nur /(d) = cd. Diese 
Erkenntnis war fiir die Weiterentwicklung der Untersuchungen iiber das 
Parallelenpostulat von groBer Bedeutung (s. § 4). 

Endlich schlo8 Lambert mit Hilfe von Stetigkeitsvoraussetzungen, daB 
der erste Fall von 1.,d > 0,d.i. die Winkelsumme ist gréBer als zwei Rechte, 
resp. von 2., 4A’ > BB’, unmég- 
lich sei. Den besonders einfachen 
Beweis, den Legendve (1791) fiir 
diesen Satz gegeben hat, wollen 
wir hier anfiihren (Fig. 9): Es 
Seema eA yg = iA Punkte 
auf einer Geraden und AA, = 
A,A,=-:-=A,_,4,;3 femer X Fig. 9. 

DARA a= DAA AG =o eR 

Poteeetse a Bases Al. Wir’ wollen’ idiehAnnahme “A7Ay 
= BB, -+ pals falsch nachweisen. Nach Konstruktion ist BB, = B,B, 
eet also AAD Bye. BOL Dy > np: 
daraus (nach Eukicd I 20: im Dreieck ist die Summe zweier Seiten groBer 
als die dritte) AA, => BB,-+ np, andererseits nach demselben Satz 
AA, <BB,+2AB. Aber, wenn wir voraussetzen, daB die Strecken 
ein stetiges GréBensystem bilden, dann kann man so groB wahlen, dai 
np > 2AB ist, wodurch die erste der Ungleichungen in Widerspruch 
zu der zweiten kommt. 


§ 8. Die Begriindung der Geometrie ohne Parallelenpostulat. 


Wesentlich weiter als bis zu den Ergebnissen des vorigen Paragraphen 
sind Sacchert, Lambert und Legendre auf diesem Wege nicht gekommen, 
auch nicht Gau, der sich sein Leben lang sehr viel mit diesen Fragen be- 
schaftigt hat. Freilich vollzog sich bei Lambert und Gauf ein fiir die Ent- 
wicklung der mathematischen Methodik auBerordentlich wichtiger Schritt, 
die Einsicht in die Méglichkeit einer allgemeineren Geometrie. Darauf wer- 
den wir in dem niachsten Paragraphen eingehen. 

Pasch-Dehn, Vorlesungen. 2. Aufl. 13 
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Welche Probleme waren denn aber noch zu lésen, damit die Begriindung 
der allgemeineren Geometrie als abgeschlossen betrachtet werden konnte ? 
Man kann kurz antworten, es muBte eine Methode gefunden werden, um 
die geometrischen Probleme durch algebraische ersetzen zu kOnnen. 
Dieses Problem ist gelist, wenn es gelingt, die Bewegungen durch algebraische 
Beziehungen darzustellen. Ordnet man etwa jedem Punkt einer Ebene 
das Paar der Abstiinde von zwei einander schneidenden Geraden zu, so 
liefern die den Parallelverschiebungen resp. Drehungen entsprechenden 
Streckenbeziehungen, namlich die ,,Transformationsformeln® 


b 
xv =x+a Hey 
resp. b z mitea +10 c4 
y= Vib af Se aeaa hit aay 


die vollstandige Lésung jenes Problems in der gewohnlichen Geometrie. — 
Dieser Tatbestand wird durch die praktisch ungemein wichtige Einfiihrung 
von WinkelgréBen, resp. Bogenlangen auf dem Kreis verschleiert, indem 
dadurch das scheinbar nicht algebraische System der trigonometrischen 
Beziehungen in die Geometrie hineinkommt. — 

Die Aufstellung dieser Transformationsformeln der gewohnlichen Geo- 
metrie wird durch die Proportionenlehre (Euklid V und VI) erméglicht. 
Analysiert man diese genauer, so erkennt man als ihren Inhalt die Satze 
iiber die Gruppe der Ahnlichkeitstransformationen in Verbindung mit der 
Gruppe der Parallelverschiebungen (s. Kap. II). (Man nennt eine Gesamtheit 
von Transformationen der Ebene oder des Raumes eine Gruppe, wenn zwei 
Transformationen nacheinander ausgefiihrt wieder eine Transformation er- 
geben und wenn zu jeder Transformation der Gesamtheit eine ebenfalls der 
Gesamtheit angehérende Transformation gefunden werden kann, die nach 
der ersten angewandt jeden Punkt wieder in die urspriingliche Lage 
bringt.) Die Proportionenlehre kann mit Hilfe der Ahnlichkeitslehre nur 
in der Euklidischen Geometrie aufgebaut werden, denn nur hier gibt es 
ja ahnliche Figuren. Andererseits ist die Proportionenlehre eine direkte 
Folge der allgemeinen Theorie der projektiven Transformationen. Die 
Aussagen der projektiven Geometrie haben aber mit dem Parallelen- 
postulat nichts zu tun. In der Tat ist es méglich, die projektive Geometrie 
ohne Parallelenpostulat aufzubauen. Dadurch eréffnet sich ein Weg zur 
Begriindung der Geometrie ohne dieses Postulat, indem man die Bewe- 
gungen als besondere projektive Transformationen darstellt. Dieser Weg 
ist in dem Hauptteil des vorliegenden Buches eingeschlagen. Er wird im 
§ 1 des nachsten Kapitels dargestellt werden. Aber er ist erst gangbar ge- 
worden durch die Entwicklung der projektiven Geometrie im 19. Jahr- 
hundert. Deswegen ist der Scharfsinn zweier Mathematiker auf das héchste 
zu bewundern, die beinahe gleichzeitig am Anfang des 19. Jahrhunderts 
(um 1830) und erstaunlicherweise auf demselben Wege zuerst diese zentrale 
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Schwierigkeit der Geometrie iiberwanden: Lobatschewskij1) (1793—1856) 
und Johann Bolyai?) (1803—1860). 

Da wir, wie bereits gesagt, den moderneren Weg, der iiber die pro- 
jektive Geometrie fiihrt, spater ausfiihrlich darstellen werden, wollen 
wir hier den Weg, den Bolyai und Lobatschewskij einschlugen, nur an- 
deuten’). Sie entdeckten und benutzten — modern ausgedriickt — eine 
Gruppe von Bewegungen, die nur in dem Falle der Nichtgiiltigkeit des 
Parallelenpostulats existiert: es sei (Fig. 10) eine Gerade a gegeben und 
auf ihr ein Punkt A, ferner auBerhalb a der Punkt P; ist dann BPA der 
kleinste Winkel, dessen Schenkel P B die Gerade a durch A nicht schneidet, 
so wollen wir BP und a parallel nennen. Die Flachen, die eine Schar 
von parallelen Geraden iiberall senkrecht schneiden, nennen wir Grenz- 
kugeln; die Kurven, die von Ebenen durch Geraden der Schar aus den 
Grenzkugeln ausgeschnitten werden, nennen P 
wir Grenzkreise. Bolyai und Lobatschewskij 
betrachten nun diejenigen Bewegungen des B 
dreidimensionalen Raumes, bei denen eine 
Grenzkugel in sich iibergeht. Die Gruppe 

; 7 : : ; A a 
dieser Bewegungen erweist sich als identisch Fig. 10. 
mit der Gruppe der ebenen Bewegungen 
im Falle der gew6hnlichen Geometrie, oder elementarer und anschaulicher 
ausgedriickt: auf der Grenzkugel gilt die gewédhnliche Geometrie, falls 
man als Geraden die Grenzkreise ansieht. Fiir die Gebilde auf der 
Grenzkugel kann man folglich die Proportionenlehre zur Anwendung 
bringen. Dann beweist z. B. Bolyai zunachst entsprechend der tiblichen 
Ableitung der spharischen Trigonometrie, daB auf der endlichen Kugel 
auch in der allgemeineren Geometrie dieselben Formeln gelten wie in der 
Euklidischen. Auf Grund dieser Einsicht leitet er in einer tibrigens noch 
sehr zu vereinfachenden Weise (s.u. S. 198) die Trigonometrie fiir die ,, Nicht- 
euklidische‘‘ Ebene ab, d. i. fiir eine Ebene, in der das Euklidische 
Parallelenpostulat nicht erfiillt ist. Diese Trigonometrie ist tiberraschender- 
weise fast dieselbe wie die spharische, denn ihre Formeln entstehen aus 
den sphirischen, indem man in diesen iiberall, wo die MaBzahl a einer Seite 
auftritt, an deren Stelle 7a einsetzt. Dadurch entsteht aus: 

Caer ain! cea ie 


OAPI die Funktion oj a= 5 


COS a = 


der hyperbolische Cosinus und aus 


1) S. Urkunden zur Geschichte der Nichteuklidischen Geometrie. Bd. I. Lo- 
batschewskij, hrsg. v. Engel, Leipzig 1898, ferner die Ausgaben von Licbmann 
in Ostwalds Klassiker Nr. 130 und Abhandl. z. Gesch. d. math. Wiss.. Bd. 19 (1902). 

2) Urk. z. Gesch. d. Nichteuklidischen Geom. Bd. II]. Wolfgang und Johann 
Bolyai, hrsg. v. P. Stachel, Leipzig 1913. Johann B.s Werk ,,Appendix scien- 
tiam spatii absolutam exhibens etc.‘ ist tibersetzt Tl. 2, S. 182—216. i 

3) Vgl. neben den angefiihrten Hauptwerken von Bolyai und Lobatschewsktj 
auch Liebmann, H.: Nichteuklidische Geometrie. 2. Aufl. Leipzig 1912. 

iat 
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sina =" =! die Funktion 4 Gina =i, 
der mit der imaginaren Einheit multiplizierte hyperbolische Sinus. Aus 
der spharischen Beziehung zwischen der Hypotenuse und den Katheten 


im rechtwinkligen Dreieck: 


cos ¢ = cos acosb 


Co] c =Cof ao} b 


und aus dem Kosinussatz im allgemeinen spharischen Dreieck 


wird 


cos a= cos bcosc — sin 0 sinc cos a 
wird 


Coj a = Co} bCoj c+ Sin b Sinccos a. 


§ 4. Differentialgeometrische Untersuchungen. 


Auf diese neue Trigonometrie waren schon vor Bolyat und Lobatschewskyy 
Lambert, Schwetkart, Taurinus und Gauf gekommen. Es ist anzunehmen, 
daB die Entdeckung der Formel fiir den Inhalt des Dreiecks im Falle des 
B | Nichtgeltens des Parallelenpostulats sie auf die Ana- 


a logie mit der spharischen Geometrie hinwies. Diese 

R Analogie wurde verstarkt durch die Bemerkung, daB es 

Wl Ere in beiden Geometrien ausgezeichnete, absolute Strecken 
ig. 11. 


gibt, wahrend es in der Euklidischen Geometrie nur aus- 
gezeichnete Winkel gibt, in der spharischen z. B. die Lange des gréBten 
Kreises, in der von Lambert usw. untersuchten die Strecke A B, die dadurch 
ausgezeichnet ist (s. Fig. 11), daB das Lot auf A B in A und die unter der 
Neigung eines halben rechten Winkels gegen AB in B gezogene Gerade 
parallel sind. Es kommt hinzu, daB die spharische Geometrie eine auBer- 
ordentliche Ahnlichkeit mit der gewdhnlichen ebenen Geometrie hat. Da 
nun, wie schon oben bemerkt, mit Lambert die Uberzeugung begann, daB 
auch ohne Parallelenaxiom eine verniinftige Geometrie méglich war, so lag es 
nahe, eine der spharischen Geometrie verwandte Trigonometrie zu suchen, 
in der die Winkelsumme im Dreieck sich als kleiner als zwei Rechte ergab. 
Und dies fiihrte Lambert und nach ihm, am Anfang des 19. Jahrhunderts, 
Gaup, Schweikart, Taurinus auf die oben angegebene Trigonometrie. Das 
Substrat derselben, die Geometrie, in der diese Formeln galten, deren Még- 
lichkeit freilich durchaus nicht klar war, wurde etwa pseudo-spharische 
oder Astralgeometrie und von GauB+) zum ersten Male Nichteuklidische 
Geometrie genannt. 

Die Vollendung dieser Ideen finden wir bei Riemann?), der viel- 
leicht die Arbeiten von Bolyai und Lobatschewskij gar nicht kannte. 


1) Brief an Taurinus v. 8. Nov. 1824. Ges. Werke VIII, S. 187. 

*) ,,Uber die Hypothesen, welche der Geometrie zu Grunde liegen.“ Habilit.- 
Vortrag Géttingen 1854, gedr. Géttinger Abhdl. XIII (1868). Ges. Werk 2. Aufl. 
5.272. Leipzig 1892. 


§4. Differentialgeometrische Untersuchungen. 197 


Wir haben oben absolute Strecken in der spharischen und in der Bolyai-Lo- 
batschewskijschen Geometrie durch die Betrachtung der ganzen Kugel 
resp. der ganzen Ebene gefunden. Die Gaufschen Untersuchungen in 
der Flachentheorie fiihren uns dazu, auch in einem beliebig beschrankten 
Stiick der Kugel oder Ebene absolute Strecken zu finden, etwa so: Ist 
der Umfang und o@ der Radius eines Kreises auf der Kugel mit dem Radius 
R, dann ist: 


a Te (ee er 
w=20Rsin © =2a(¢ ww ee 


also 


Wir haben diese Schreibweise gewahlt, damit der geometrische Sinn der 
Formel klar hervortritt. — Dieselbe Betrachtung kénnen wir auf jeder 
Flache machen, wenn wir die geodatischen Linien auf ihr als Geraden, 
die orthogonalen Trajektorien emer Schar von geodatischen Linien durch 
einen Punkt P als Kreise bezeichnen. Dann gibt das Quadrat dieses Grenz- 
wertes den reziproken Wert der Gaufschen Kriimmung der Flache im 
Punkte P. — Auf dieselbe Weise kénnen wir natiirlich auch in der Bolyai- 
Lobatschewsktjschen Ebene eine wegen der Verschiebbarkeit der Figuren 
in der Ebene (der ,,Beweglichkeit der Ebene in sich‘) iiberall gleiche 
absolute Strecke erzielen. Da aber, wie leicht zu sehen, das Verhdltnis 
von Umfang und Radius eines Kreises hier stets gréBer als 2 z ist, miissen 
wir in dem Nenner der oben stehenden Quadratwurzel die Vorzeichen 
vertauschen, um eine reelle Strecke zu erhalten. So ergibt sich fiir die 
neue Geometrie eine konstante negative Kriimmung, falls wir den Aus- 
druck von der Flachentheorie her tibertragen wollen. 

Von diesen Ideen geht Riemann aus. Er operiert in einem beschrankten 
Raumsttick, fiir das er im Falle der Dreidimensionalitaét voraussetzt: 
1. Die Punkte sind durch eine dreifach ausgedehnte stetige Zahlenmannig- 
faltigkeit darzustellen. 2. Im Unendlichkleinen gilt die Euklidische Geo- 
metrie. 3. Der Raum ist mit derselben Freiheit beweglich (auf sich selbst 
langentreu abbildbar) wie der Euklidische Raum. Er findet dann, da neben 
einer Geometrie mit dem Kriimmungsma8 Null, die der Euklidischen 
Geometrie entspricht, nur zwei wesentlich verschiedene Geometrien 
méglich sind, die mit konstantem positivem Kriimmungsma8 (der Geo- 
metrie auf der Kugel entsprechend) oder die mit konstantem negativem 
Kriimmungsma8 (der Bolyai-Lobatschewsktjschen entsprechend). Damit 
ist das Resultat jener beiden Mathematiker wieder erreicht. Aber man muB 
bedenken, daB bei Riemann ein sehr wesentliches Resultat vorausgesetzt 
wird, namlich die Eigenschaft 2. Gerade die Ableitung dieses Resultates, 
daB im Unendlichkleinen, also auch im Biischel und damit auf der Kugel 
ohne Voraussetzung des Parallelenpostulats dieselben Satze giiltig sind, 
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wie mit Voraussetzung des Parallelenpostulats, also der Herleitung der 
G uppe der Drehungen um einen Punkt, bildet das Hauptstiick in der 
Bolyaischen Ableitung. Ja, der deus ex machina bei Bolyai und Lobat- 
schewskij, die Grenzkugelgeometrie ist ganz unnétig, wenn man die Geo- 
metrie auf der Kugel kennt. Es geniigt eben, die Drehungsgruppe zu haben, 
um in ganz elementarer Weise die Trigonometrie resp. die Formeln fiir 
die Bewegungen abzuleiten. Das mége hier noch ganz kurz gezeigt werden: 
Man betrachte die in zwei aufeinander senkrechten Ebenen (Fig. 12) 
liegenden Dreiecke BAC und DAC, die bei A resp. bei C rechtwinklig 
D sein mégen, und das Tetraeder ABDC. Es sei 
> S xX DAC mit a, {ADC mit B, x ACB mit o’, 
& x ABC mit f’ bezeichnet. Dann steht DC auf 
ABC und BA auf ACD senkrecht, und die Winkel 
an den Kanten A B und CD sind gleich « resp. «’. 
Fig. 12. Ist dann 6 der Winkel an der Kante BD, dann ist 
auf Grund der spharisch trigonometrischen Be- 

ziehungen an den Ecken B und D 

cos 6=cos PB sin «’ = cos f’ sina . 

Es ist also oy (siehe Fig. 13) nur eine Funktion von der dem Winkel f 


gegentiberliegenden Kathete. Wir bezeichnen diese Funktion mit 9. 

Wir betrachten nun ein in zwei rechtwinklige Drei- 

WAIN ecke zerlegtes rechtwinkliges Dreieck (siehe Fig. 13) 
a und erhalten nach obigem 


; cos p’ GOS cos Bp’ cos B’ 
Fig. 13. P (c) = cos 5 andrerseits — B =] = ie al B , 
sin B sin « sin « COs & 


also w(c) =cotg « cotg 8, womit wir die Beziehung zwischen der Hypo- 
tenuse und den Winkeln durch @ ausgedriickt haben. 
Daher ist: 
AES EOE NEES RI 


cotg a cos B 


— cotg? « cos? B ‘ 
ferner: 
COS @ sin o 
Ns sin B’ Au ) 1 —cotg? « cos? B 
Durch Elimination von « und f erhalten wir 


(p+ 9) = 9(2) 9g) + V+ (PMP —-D V+ (P@)?—)). 
In der spharischen Geometrie ist das negative Vorzeichen zu nehmen, 
in der Bolyai-Lobatschewskvj schen das positive, damit die Wurzelausdriicke 
reell sind. (In der Tat je nachdem «+ f8> oder < R ist, ist auch 


y ~ Oder > 1.) Diese Funktionalgleichung bestimmt aber ¢ als ge- 


wohnliche resp. hyperbolische Kosinusfunktion. Damit ist die Ableitung 
der Trigonometrie im wesentlichen erledigt. Bei der Aufstellung der 
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Bewegungsgleichungen braucht man natiirlich nur die Funktionalgleichung 
selbst. — 

Freilich brauchen Bolyai und Lobatschewskij den ganzen Raum fiir ihre 
Konstruktion, Riemann nur das beliebig beschrankte Raumstiick. Aber 
die ersteren muBten erst eine Gruppe von Bewegungen finden, deren 
analytische Darstellung bekannt war, Riemann hatte sie durch seine Vor- 
aussetzung. Helmholtz"), der zunachst unabhangig von Riemann und offen- 
bar auch von Bolyaiund Lobatschewskij, von der Sinnesphysiologie her kom- 
mend, Untersuchungen tiber die Grundlage der Geometrie anstellte, hat diese 
Liicke in dem Riemannschen Hypothesensystem erkannt und versucht, 
aus der Beweglichkeit der raumlichen Figuren direkt nachzuweisen, daB 
im Unendlichkleinen die Euklidische Geometrie gilt, also dasselbe Ziel 
zu erreichen, das Lobatschewskij und Bolyai als erstes Ziel 
zu erreichen gelang. Freilich entging ihm bei dieser Unter- 
suchung zunadchst gerade die Méglichkeit der Raume kon- 
stanter negativer Kriimmung. 

Riemanns Betrachtungen sind deswegen von der aller- 
grdBten Bedeutung, weil er sich als Erster definitiv losgelést 
hat vom Euklidischen System der Axiome und in einem 
Punkte jedenfalls tiber Euklid und auch iiber Bolyait und 
Lobatschewsktj herausgekommen ist. Denn dadurch, daB 
Riemann nur Voraussetzungen tiber das beschréankte Raumstiick macht, 
wird der empirische Charakter der Geometrie betont: Uber die Eigen- 
schaften des gesamten Geraden- und Punktraumes, sofern er nicht etwa 
einmal als endlich nachgewiesen werden kénnte, wird man niemals etwas 
aus Beobachtungen ermitteln k6énnen. 

Riemann hat, wie gesagt, die Arbeiten der Begriinder der Nichtemats 
dischen Geometrie wahrscheinlich nicht gekannt. Erst Beltrami?) hat 
darauf aufmerksam gemacht, daf die Bolyat-Lobatschewsktj sche Geometrie 
der Ebene mit den Flachen konstanter negativer Kriimmung, z. B. der 
Rotationsflache der Traktrix 


Fig. 14. 


Vatp y= alg FIR _ fata 


& 


(s. Fig. 14), in engster Verbindung steht (s. u. S. 206). 
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Aus der Form ihrer fiir die allgemeine Geometrie (von Bolyat absolute 
Geometrie genannt) entwickelten Formeln gewannen Bolyai und Lobat- 
schewskij die Uberzeugung, daB die Annahme, das Parallelenpostulat sei 
nicht erfiillt, mit den iibrigen Euklidischen Voraussetzungen nicht im 


1) Ges. wissensch. Abhandl. Bd. II, S. 610. 1866; S. 618ff. 1868. 
2) Saggio di interpretatione della geometria non-euclidea. Giorn. di mat.1868, 
S.6 und Ges. Werke Bad. I. 
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Widerspruch stande, oder was dasselbe ist, daB das Parallelenpostulat 
nicht aus den iibrigen Voraussetzungen folge. Denn die Formeln bilden 
sicher ein in sich ebenso widerspruchfreies System wie das System der 
spharischen Trigonometrie. Dies letztere aber folgt fiir die Kugel aus den 
Euklidischen Voraussetzungen. Also ist das neue System ebenso wider- 
spruchsfrei wie das System der Euklidischen Voraussetzungen. Bolyar 
war nicht ganz zufrieden mit dieser Argumentierung. Denn noch im Alter?) 
hat er untersucht, ob nicht bei Anwendung der Formeln im Raum, etwa 
bei polyedrischen Figuren, ein Widerspruch entstehen kénnte. Er konnte 
diesen Zweifel haben, weil er die Geometrie auf einer Hypersphare, der 
dreidimensionalen Verallgemeinerung der Kugeloberflache nicht in Be- 
tracht zog. Aber weder diese Uberlegung noch die im vorigen Paragraphen 
dargestellten differentialgeometrischen Betrachtungen kénnen endgiiltig 
davon iiberzeugen, daB das Parallelenpostulat unbeweisbar ist. Denn 
ein trigonometrisches System ist noch keine vollstandige Geometrie. Zeigt 
sich doch gerade bei der Realisierung der Trigonometrie mit negativem 
KriimmungsmaB8 auf Flachen, daB es keine singularitatenfreie Flache kon- 
stanter negativer Kriimmung gibt?), also keine Realisation, bei der man 
jede Gerade nach beiden Seiten unbegrenzt hatte verlangern k6nnen, 
ohne an eine untiberschreitbare Grenze zu kommen, wie z. B. bei der 
Traktrixflache (s. o. Fig. 14) an den Riickkehrkreis. Vielmehr erhebt 
sich gerade, wenn man wie Riemann vom beschrankten Raumstiick aus- 
geht, die Frage nach der Erweiterung dieses Raumstiicks, nach den még- 
lichen Formen des ganzen Raumes, der durch Fortsetzung erzeugt wird, 
die Frage nach allen Euklidischen und Nichteuklidischen ,,Raumformen‘‘ 
(s. § 6). 

Wir wollen nun sehen, wie zuerst die Unméglichkeit, das Parallelen- 
postulat zu beweisen, durch ein vollstandiges System zur Evidenz ge- 
bracht wurde. Wir wollen ein vollstandiges Bild der Nichteuklidischen 
Geometrie konstruieren. Zunichst liefert ja der Euklidische Raum direkt 
eine zweidimensionale Geometrie mit konstantem positivem Kriimmungs- 
ma, namlich die Kugel. Auf der Kugel schneiden sich zwei Geraden 
(gr6Bte Kreise) in zwei Punkten, das Euklidische 6. Postulat: ,,Zwei Ge- 
rade sollen keinen Raum einschlieBen“ ist nicht erfiillt. Wir betrachten 
deswegen besser das Biindel von Ebenen und Geraden durch einen Punkt P 
des Euklidischen Raumes und bezeichnen die Gerade g durch P als Punkt J’ 
unserer Zu konstruierenden Geometrie, die Ebene e durch P als Gerade «, 
den Winkel < R zweier Geraden g und g, als den Abstand der Punkte J" 
undJ’, , dieWinkel zweier Ebenen e und e, als die Winkel der Geraden ¢ und 
é,. Dann gelten in der so konstruierten Geometrie die meisten Euklidischen 
Voraussetzungen, speziell schneiden sich zwei Geraden nur in einem Punkt; 
nicht erfiillt sind dagegen die Euklidischen Voraussetzungen iiber die An- 


1) Vgl. Stachel: Math. u. Naturw. Ber. aus Ungarn Bd. XIII. 1902. 
*) Hilbert:: Grundlagen d. Geom. 5. Aufl., Anhang V. Leipzig 1922. 
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ordnung der Strecken auf einer Geraden (die Gerade ist hier eine geschlos- 
sene Linie, bei Euklid eine ,,offene“‘) und tiber die Anordnung der Punkte 
_ einer Ebene in bezug auf eine Gerade der Ebene (Euklid setzt stillschweigend 
voraus, daB eine Gerade die Punkte der Ebene in zwei Klassen (Halb- 
ebenen) trennt, hier trennt die Gerade nicht). Endlich haben je zwei 
Geraden hier einen Punkt gemeinsam: es gibt keine parallelen Geraden. 

Fiir die Bolyat-Lobatschewskijsche Geometrie, in der von den Eukli- 
dischen Voraussetzungen nur das Parallelenpostulat nicht erfiillt ist, fehlt 
dagegen zunachst ein einfaches, ihre Widerspruchslosigkeit in Evidenz 
setzendes Bild. Dies liefert erst die projektive Geometrie: Poncelet}) 
hatte (um 1820) begonnen, die metrischen Beziehungen in der gewohn- 
lichen Geometrie (z. B. Eigenschaften von Kreisen, Brennpunktsatze usw.) 
durch Betrachtung der imaginaren Kreispunkte und des imagindren 
Kugelkreises projektiv zu erfassen. Diese Einordnung der gewohnlichen 
Geometrie in die allgemeine projektive wurde dann zuerst von Laguerre 
(1850) vollstandig durchgefiihrt und veranlaBte Cayley?) zum Aufbau 
einer allgemeinen projektiven Metrik, der projektiven MaBbestimmung, 
die wir jetzt kurz auseinandersetzen wollen: 

1. Sei C ein Punkt auBerhalb der Geraden a, P irgendein von C ver- 
schiedener Punkt, P, der Schnittpunkt von a und der Geraden C P, dann 
ordnen wir P einen solchen Punkt P, auf CP zu, daBP P, und C P, har- 
monische Punkte sind, C und P, KA 
ordnen wir sich selbst zu. Diese Zu- 
ordnung ist eine Kollineation, d. i. 
Punkten, die auf einer Geraden g 
liegen, entsprechen Punkte, die auf 
einer Geraden g, liegen. Die hier 
vorliegende spezielle Kollineation 
nennen wir kollineare Spiegelung 
(weil P, wieder in P iibergeht), C 
ihr Zentrum, a ihre Achse, und bezeich- 
nen sie kurz als Spiegelung (C, a). 

2. (Fig.15.) Sei K ein Kegelschnitt und 
a die Polare zu C in bezug auf K, dann 
geht durch die Spiegelung (C, a) K in sich ? 
iiber (Vertauschung der beiden Seiten g 
von g). 

3. (Fig. 16.) Sei K ein Kegelschnitt, Fig. 16. 
etwa ein Kreis, g und g, zwei Geraden, 
die den Kreis in P und Q resp. P, und Q, schneiden. Die Geraden PP, 
und QQ, mégen sich in C schneiden. Schneiden sich g und g, inner- 
halb von K, so liegt, unabhangig von der Bezeichnung, C auBerhalb 


1) Traité des proprietés projectives des figures. Paris 1822. 
2) A sixth memoir upon quantics. Lond. Trans. 1859, S.149 und Coll. pap. Bd. 2. 
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von K. Schneiden sich g und g, auBerhalb von K, dann liegt einer 
der Punkte C innerhalb, einer auBerhalb von K. Schneiden sich g und gy : 
auf K, dann wollen wir die Bezeichnung so wahlen, da dieser Schnitt- 
punkt mit P und P, bezeichnet wird. Als Gerade PP, wahlen wir in 
diesem Falle die Tangente an K in P = P,. Dann liegt C also auBer- 
halb von K. Wir konstruieren P, und Q, so, daB CP, und P P; sowie 
CQ, und QQ, harmonische Punktepaare sind. a@ sei die Verbindungs- 


Fig. 17. Fig. 18. 


linie von P, und Q,. Dann ist a Polare von C in bezug auf K, K geht 
durch die Spiegelung (C, a) in sich, die Geraden g und g, ineinander 
iiber (Vertauschung zweier K schneidenden Geraden). Spezieller Fall 
(Fig. 17): g und g, fallen zusammen. Sei C ein Punkt zwischen P und 
Q, a seine Polare in bezug auf K. Dann geht bei der Spiegelung (C, a) K 
in sich und die Strecke CP in CQ itiber (Vertauschung der beiden 
, Leile“’ von g in bezug auf C und K). 

4, (Fig. 18.) Im Inneren von K seien zwei Punkte P und P, gegeben. 
Die Gerade PP, schneide K in S und S,. Dann kann man zwei Punkte C 
und C’ so finden, daB CC’ und SS, sowie CC’ 
und PP, harmonische Punktepaare sind; C und 
C’ sind die (notwendig reellen) Fixpunkte der In- 
volution (PP), (SS,). Sei @ die Polare von"C, a! 
die Polare von C’ in bezug auf K. Dann gehen 
bei jeder der beiden Spiegelungen (C, a) und (C’, a’) 
die Punkte P und P, ineinander und K in sich tiber 
(Vertauschung zweier Punkte im Inneren von K). 

5. (Fig. 19.) Gehen bei einer Kollineation folgende 
Gebilde in sich iiber: 1. K, 2. zwei Punkte S und 
S, auf K, 3.eim Punkt P auf der Geraden S S,, 4. die 
beiden Teile, in die das Innere von K durch S Sj zer- 
legt wird, dann ist diese Kollineation die identische Abbildung (jeder Punkt 
geht in sich tiber). Beweis: Aus 1. und 2. folgt, daB der Pol C von SS, 
in bezug auf K in sich iibergeht. Dann folgt aus 3. und 4., daB die beiden 
Schnittpunkte R und R, von CP mit K in sich tibergehen. Also gehen 
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die vier Punkte (R, R,, S, S,), von denen nicht drei in einer Geraden 
liegen, in sich tiber, folglich geht nach dem Fundamentalsatz der projek- 
tiven Geometrie jeder Punkt der Ebene in sich iiber. 

6. Zusammenfassung: Durch eine Kollineation (durch eine Reihenfolge 
von kollinearen Spiegelungen), die K in sich tiberfiihrt, kann iibergefiihrt 
werden: eine beliebige K schneidende Gerade g in eine beliebige andere 
& schneidende Gerade g, und gleichzeitig ein beliebiger auf g im Inneren 
von K liegender Punkt P in einen 
beliebigen auf g, im Inneren von 
K legenden Punkt P,, ein be- 
liebiger von den beiden Teilen, in 
die g durch P und K zerfallt, in 
einen beliebigen von den beiden 
Teilen, in die g, durch P, und K 
zerfallt, endlich ein beliebiger von den beiden Teilen, in die K durch 
g zerfallt, in einen beliebigen von den beiden Teilen, in die K durch g, 
zerfallt. Durch diese Zuordnung ist die Kollineation vollstandig bestimmt. 

Die reellen Kollineationen, die K in sich iiberfiihren, fiihren auch das 
Innere von K in sich tiber; denn die Punkte auBerhalb und innerhalb 
von K unterscheiden sich reell projektiv dadurch voneinander, da8 von 
den ersteren reelle, von den letzteren keine reellen Tangenten an K gehen. 

7. Bezeichnen wir die Punkte im Inneren von K als die Punkte, die 
kK schneidenden Geraden als die Geraden einer Bildgeometrie, zwez 
Figuren als kongruent in diesem Bild, wenn sie durch eine K in sich tiber- 
fiihrende Kollineation ineinander tibergehen, dann gelten fiir die Bild- 
geometrie alle Voraussetzungen von Euklid (sowohl die ausdriicklich auf- 
gefiihrten, wie auch die stillschweigend benutzten), mit Ausnahme des 
Parallelenpostulats. Denn es gibt (Fig. 20) durch einen Punkt P der Bild- 
geometrie auBerhalb einer Geraden g unendlich viele Geraden, die keinen 
Punkt der Bildgeometrie mit g gemeinsam haben, 
nadmlich alle Geraden, die g auBerhalb von K 
schneiden. 

8. Die Kollineationen, die K in sich wiber- 
fiihren, sind die Bewegungen der Bildgeometrie. 
Sie lassen sich leicht analytisch darstellen. Aber 
der Ubelstand ist der, daB wir bisher noch keine 
Koordinaten haben, die eine geometrische Be- Fig. 21. 
deutung im Sinne der Bildgeometrie haben. Denn 
die gewéhnlichen Koordinaten der Punkte im Kreisinneren haben ja nur 
geometrischen Sinn in der gewdhnlichen Geometrie, von der wir ausgingen. 
Um die der Bildgeometrie angepaBten Koordinaten einzufiihren, mitissen 
wir den Strecken MaBzahlen im Sinne der Bildgeometrie beilegen. Nun 
sind (Fig. 21) zwei Strecken AB und A,B, dann und nur dann in der Bild- 
geometrie gleich, wenn durch eine Kollineation K in sich und (4, B) 


Fig. 20. 


204 I. Das Parallelenpostulat. 


in (A,, B,) tibergeht. Wir verlangern die Strecken AB und A, B, bis zum 
Schnitt mit K in P und Q resp. P, und Q,, und zwar médgen die Punkte 
PABQ und P,A,B,Q, in der hingeschriebenen Reihenfolge auch auf 
ihren Geraden aufeinander folgen; dann ist, wenn wir das Doppelverhaltnis 
von vier Punkten in derselben Weise wie im ersten Teil (5.157) definieren 
und bezeichnen, 


O=(ABPO) 1 eund "0271, 5 POs 


und die Punktepaare (A, B) und (A,, B,) sind dann und nur dann durch 
eine K erhaltende Kollineation ineinander iiberfiihrbar, wenn diese beiden 
Doppelverhaltnisse gleich sind. Es ist deshalb die Mafzahl einer Strecke 
allein eine Funktion des obigen Doppelverhaltnisses. Wir wollen diese 
Funktion mit y bezeichnen. Es seien nun (Fig. 21) A BC drei Punkte im 
Inneren von K auf einer Geraden und B zwischen A und C gelegen, 


dann ist 
(AC PQ) = (A BPQ) (BC PQ), 


andererseits muB die MaGzahl von AC gleich der Summe der MaBzahlen 
von AB und BC sein. Also muB y die Funktionalgleichung befriedigen: 


yp (a) + p(d) = y(2d). 


Durch diese Funktionalgleichung ist unsere Funktion gentigend charak- 
terisiert. Wenn wir noch die Stetigkeit fiir y voraussetzen, so geniigt ihr 
allein die Funktion clg x. Die Konstante c hangt davon ab, welche Strecke 
in unserer Bildgeometrie wir als Einheitsstrecke wahlen. 

Ebenso erhalten wir als Winkelma8 


Sle (ab 9), 


wo aund bd die beiden den Winkel begrenzenden Geraden sind, # und q die 
beiden (imagindren) Tangenten vomScheitel desWinkelsank. DerKoeffizient 


5 ist so gewahlt, daB dem rechten Winkel der Bildgeometrie die MaBzahl 


= zugeordnet werden kann. Wegen der Vieldeutigkeit der Logarithmus- 


funktion und durch Vertauschung von # und q (oder von a und 6) erhalten 
wir fiir gegebene a und 6 die Werte + «+2, wo n jede ganze positive 
oder negative Zahl oder Null sein kann. Um dem gré8ern Winkel auch 
die gréBere MaBzahl entsprechen zu lassen, wahlen wir fiir den spitzen 
Winkel, den @ und 0 bilden, diejenige unter diesen Zahlen, die zwischen 
4 
2 

Nun kénnen wir leicht der Bildgeometrie angepaBte Koordinaten 
einfiihren. Rechnen wir die Bewegungsformeln in diese Koordinaten um, 
so erhalten wir schlieBlich auch die Bildtrigonometrie. 

Da die Bildgeometrie alle Euklidischen Voraussetzungen erfiillt, das 


0 und liegt, fiir den stumpfen diejenige, die zwischen ~ und z liegt. 
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Parallelenpostulat aber nicht, Bolyai und Lobytschewskij andererseits ge- 
zeigt haben, daB in diesem Falle nur eine bestimmte Geometrie resp. 
Trigonometrie méglich ist, so muB die eben entwickelte Cayleysche MaB- 
bestimmung mit der Bolyai-Lobatschewskijschen Nichteuklidischen Geo- 
metrie resp. Trigonometrie iibereinstimmen. Dieser Zusammenhang lag 
Cayley fern. Er wurde erst von Klein) aufgedeckt. 

Ist AK ein imaginarer Kegelschnitt (wie ein solcher in cartesischen 
Koordinaten etwa durch die Gleichung x? -+ y?+1=0 gegeben ist), 
so gehéren alle Punkte der Ebene (eigentliche und unendlich ferne Punkte) 
zu den Punkten der ahnlich wie vorhin konstruierten Bildgeometrie. Diese 
Cayleysche MaBbestimmung ist, wie leicht zu sehen ist, identisch mit der 
Geometrie im Biischel, die auch Riemannsche Geometrie genannt wird, 
einer Geometrie mit positivem KriimmungsmaB. Die Trigonometrie 
stimmt mit der spharischen iiberein. 

Die Cayleysche MaBbestimmung laBt sich sofort ohne jede Schwierig- 
keit auf den Raum erweitern: die Bildbewegungen sind die Kollineationen, 
die etwa eine Kugel in sich iiberfiihren. Damit 
ist die Unbeweisbarkeit des Parallelenpostulats 
zur Evidenz gebracht. Die Totalitat der Bolyai- 
Lobatschewsktjschen Geometrie, nicht nur das trigo- 
nometrische System, hat eine einfache Reprasentation 
gefunden. Jeder Fehler bei einem Versuch, das 
Parallelenpostulat zu beweisen, kommt sofort an 
Hand der Cayleyschen MaBbestimmung zum Vor- Fig. 22. 
schein. Seit dieser Feststellung hat wohl kaum ein 
ernsthafter Mathematiker an eine Moglichkeit, das Parallelenpostulat 
zu beweisen, geglaubt. Freilich ist auch in dieser Betrachtung noch eine 
Liicke: es fehlt die ausdriickliche Formulierung aller Voraussetzungen, 
die in der gewohnlichen Geometrie gebraucht werden. Wir sagten oben, 
daB in der Cayleyschen Bildgeomeirie alle Euklidischen Voraussetzungen, 
die ausgesprochenen wie die stillschweigend benutzten, giiltig sind. Um 
diese Behauptung zu beweisen, miissen wir versuchen, die sédm#lichen 
Euklidischen Voraussetzungen aufzustellen (Kap. 4). 

Zum, SchluB sei bemerkt, da8 man natiirlich auch umgekehrt in der 
Bolyai-Lobatschewskijschen Geometrie die gewéhnliche Geometrie als 
Bildgeometrie konstruieren kann. Zu ihrer Aufstellung kann man unge- 
zwungen durch die Forderungen kommen 1. daB die Gleichung der Gerade 
eine lineare Gleichung in den Bildkoordinaten sein soll, 2. daB die Winkel- 
groBen an einem Punkt O in der Bildgeometrie mit den Winkelgr6B8en in 
der urspriinglichen Geometrie tibereinstimmen sollen. Sind dann (Fig. 22) 
x =OP, und y= PP, (PP, senkrecht auf der x-Achse) die Nichteukli- 
dischen Koordinaten in einem rechtwinkligen Koordinatensystem, dann 


1) Math, Ann. Bd. 4. 1871 und ges. Abhdl. Bd. I. 
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erhalten wir Euklidische Bildkoordinaten w und v in bezug auf dasselbe 
Achsensystem durch die Beziehungen: 

U = zg x ) v= Coj 2’ 
daraus ergibt sich: 


u2t+tve=) Cope x Copy ” 


d. i. alle Punkte der Nichteuklidischen Ebene liegen auf der wv-Ebene 
innerhalb des Kreises piney 
dessen Peripherie sich die Bilder von solchen Punkten (%, y) nahern, 
die ins Unendliche wandern. So kénnen wir weiter die Nichteuklidische 
Geometrie in der Euklidischen Bildgeometrie verfolgen. Z. B. ergibt 
sich durch Umkehrung aus den obigen Beziehungen 
1 util 
came 2) Ig u—l- 


was der Cayleyschen MaBbestimmung entspricht. Wir haben also durch 
diesen ProzeB in der Nichteuklidischen Geometrie eine Euklidische Bild- 
geometrie konstruiert, in der die Nichteukli- 
dische Geometrie selbst wieder als Cayleysche 
MaSbestimmung erscheint (s.u.S.212u. S. 225). 


Diesen Wegschlagt Beltvamzin seiner oben ange- 
Sa fiihrten Arbeit (s.o.S.199) ein. Durch geeignete 
Wahl des Parametersystems auf der Flache 
Sige) konstanter negativer Kriimmung bildet er 


a diese auf die Parameterebene so ab, daB alle 
erreichbaren Punkte der Flache auf die Punkte 
innerhalb eines Kreises, die geodatischen Linien auf die Sehnen des 
Kreises abgebildet werden. Daraus folgt unmittelbar, daB die Bewegungen 
der Flache in sich abgebildet werden durch die Kollineationen, die das 
Kreisinnere in sich tiberfiihren, also durch die Bewegungen der Cayleyschen 
MaBgeometrie. Aber diese Folgerung ist bei Beltrami nicht ausgesprochen. 

Nachdem einmal das Bild der Nichteuklidischen Geometrie in der 
Cayleyschen MaBbestimmung fiir das Kreisinnere gefunden war, konnte 
man natiirlich leicht durch Transformation dieses Bildes beliebig viele 
weitere Bilder, die auf andere Weise die Nichteuklidischen Verhiltnisse 
veranschaulichen, gewinnen. Von diesen Bildern soll hier nur das fiir 
die Funktionentheorie wichtige Bild von Poincaré!) erwahnt werden: 
Sei (s. Fig. 23) wie oben K der Kreis der Cayleyschen Ma&bestimmung 
(im folgenden kurz als Q-Geometrie bezeichnet), M der Mittelpunkt, 


1) Acta math. Bd. 1, S. 1. 1882; ges. W. Bd. II, S. 108ff. S. 114 wird die Ver- 
bindung mit der Lobatschewskijschen Geometrie hergestellt und die Wichtigkeit 
der Nichteuklidischen Geometrie fiir die funktionentheoretischen Entwicklungen 
betont. 
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y sein Radius. Wir denken uns, die Ebene von K in M beriihrend, eine 
Kugel S mit dem Radius 7 und projizieren das Innere von K senkrecht zur 
Ebene von K auf die untere Halfte von S. Dann werden die Geraden von 
Q Kreise, die mit dem ,,Aquator“’ K’ von S rechte Winkel bilden. Eine 
leichte Rechnung ergibt, daB zwei solche Kreise sich auf der Kugel unter 
emem Winkel schneiden, der gleich dem Winkel der beiden entsprechenden 
Geraden in 2 ist. Wir haben also eine konforme Abbildung der Cayley schen 
MaBbestimmung auf die Euklidische Halbkugel. Projiziergn wir die Halb- 
kugel stereographisch von einem Punkt des Aquators auf die im 
Gegenpunkt beriihrende Ebene, so geht K’ in eine Gerade & iiber, die Punkte 
der Halbkugel in die Punkte auf der einen Seite von k, die Kreise, die K’ 
orthogonal treffen, in Kreise, die senkrecht auf k stehen (ihre Mittelpunkte 
auf k haben). (Siehe Fig. 24.) Uberhaupt ist die stereographische Abbildung 
auf die Ebene eine konforme Abbildung. 
Wir erhalten also nach obigem in der 
Halbebene (der ,,Poincaréschen Halb- 
ebene“‘) eine konforme Abbildung der 
Nichteuklidischen Geometrie 2. Den 
Nichteuklidischen Bewegungen, den Q- 
Bewegungen, entsprechen hier die Kreisverwandtschaften, die die Halb- 
ebene in sich iiberfiihren. Wenn wir uns eine komplexe Variable z in der 
Ebene der neuen Geometrie ausgebreitet denken und & als reelle Achse 
wahlen, so werden diese Kreisverwandtschaften als lineare Transforma- 
tionen der komplexen Veranderlichen z dargestellt durch die Formel 
é az+b 
Cz +d? 

wo a, b,c, d reelle Werte haben. Damit haben wir wieder ein auBer- 
ordentlich einfaches Bild der Nichteuklidischen Geometrie gewonnen ; 
es ist auch leicht direkt aus der Definition der Bilder fiir die Geraden und 
die Bewegungen zu sehen, daB wieder alle Euklidischen Voraussetzungen 
auBer dem Parallelenpostulat befriedigt sind. Den groBen Vorteilen im 
Vergleich zu der Darstellung durch die Cayleysche MaBbestimmung steht 
der Nachteil gegeniiber, da8 die Bilder der Geraden hier nicht Gerade, son- 
dern Kreise sind. Wegen der fundamentalen Rolle, die die linearen Trans- 
formationen spielen, haben wir hier eine folgenreiche Verbindung der 
Geometrie, und zwar der Nichteuklidischen, mit der Funktionentheorie 
vor uns. 


Fig. 24. 
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Es war schon oben (S. 200) gesagt, da8, wenn wir den Rzemannschen 
Standpunkt einnehmen und nur Postulate fiir das beschrankte Raumsttick 
zulassen, sich die Frage nach den méglichen Gestalten des ganzen Raumes 
erheben muB, d. i. nach den Zusammenhangseigenschaften des vollstan- 
digen durch Fortsetzung aus dem beschrénkten Raumsttick erhaltenen 
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Gebildes. Wir nehmen also an, daB in einem geniigend kleinen Bereich 
eines Raumes die Euklidischen Voraussetzungen gelten, nicht aber bei 
beliebiger Fortsetzung. Dadurch fallt von vornherein schon das Parallelen- 
postulat fort, aber auch andere Euklidische Voraussetzungen, z. B. die der 
Offenheit der Geraden oder diejenige, die die eindeutige Bestimmung einer 
Geraden durch ein auf ihr liegendes Punktepaar verlangt. Dagegen heben 
wirhervor, daB wir hiernur Raumformen, die die Stetigkeitsvoraussetzungen 
erfiillen, betraghen (s. jedoch u.S. 246 ff). Im Falle, daB das Kriimmungs- 
maB 0 ist, gibt es nur drei verschiedene zweidimensionale Raumformen: 
1. die gewdhnliche unendliche Euklidische Ebene, 2. ein Zylinder im 
Euklidischen Raum; die Geometrie auf dem Zylinder ergibt sich durch 
seine Abwicklung auf die Ebene (auf einem Kreiszylinder z. B. sind als 
Gerade die Schraubenlinien anzunehmen). 3. ein Ringwulst, Torus (siehe 
Fig. 25). Die Geometrie auf ihm erhalten wir folgendermafen: wir bilden 
ein Rechteck der Euklidischen 
Ebene stetig auf den langs der 
, Rtickkehrschnitte“ a und 0 auf- 
Gal i : geschnittenen Ringwulst ab, wo- 
bei gegentiberliegenden Punkten P 
a Pp und P’ des Randes des Recht- 
eckes derselbe Punkt auf a resp. b 
entspricht. Entsprechend dieser 
Abbildung sollen auch die Euklidischen MaSverhaltnisse auf den Ring- 
wulst tibertragen werden. Eine so definierte MaSbestimmung auf dem 
Kreiswulst ist natiirlich durchaus verschieden von der MaSbestimmung 
auf dem Kreiswulst, die wir erhalten, wenn wir ihn etwa in den Eukh- 
dischen Raum einbetten. Dagegen gibt es itiberraschenderweise einen 
Torus mit Euklidischer MaBbestimmung im Raum mit konstanter posi- 
tiver Kriimmung, z. B. auf der Hypersphare, namlich die sogenannten 
Klein-Cliffordschen Flachen. Diese Flachen bilden ein merkwiirdiges 
Seitenstiick zu den Grenzkugeln des Bolyai-Lobatschewskijschen Raumes, 
die Euklidische Raumformen von der ersten Gattung sind und deren 
fundamentale Rolle in der Begriindung der Nichteuklidischen Geometrie 
wir oben kennengelernt haben. 

Fir die Geometrien mit negativem KriimmungsmaB gibt es eine 
auBerordentliche Mannigfaltigkeit von Raumformen, die den verschie- 
denen Méglichkeiten, die Bolyai-Lobatschewsktj sche Ebene resp. das Cayley- 
sche Kreisinnere in kongruente Teile zu zerlegen, entsprechen. Fiir die 
zweidimensionale Geometrie mit konstantem positivem Kriimmungsma® 
gibt es nur zwei Formen, die uns bereits durch die Kugel und die durch 
einen imaginaren Kegelschnitt mit Cayleyscher MaBbestimmung versehene 
ganze projektive Ebene bekannt sind. 

Unter allen Raumformen mit konstanter negativer oder verschwin- 
dender Kriimmung sind die gewéhnlichen, d. i. die Bolyai-Lobatschewsk1j- 


Fig. 25. 
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sche resp. Euklidische Ebene durch eine Eigenschaft ausgezeichnet: nur 
diese sind in dem Sinne homogen, daB alle Geraden der Raumformen die 
gleichen Eigenschaften haben, nur diese sind, wie man sagen kénnte, 
,isotrop’ ; z. B. gibt es auf dem Zylinder oder auf dem Ringwulst durch 
jeden Punkt sowohl geschlossene als auch offene Gerade. Die beiden 
Raumformen mit konstanter positiver Kriimmung erfiillen auch diese 
strengere Forderung der Homogenitat!). 


Zweites Kapitel. 
Grundlegung der projektiven Geometrie’). 


§ 1. Projektive und Nichteuklidische Geometrie. 


Wir haben oben (S. 194) gesagt, daB von der projektiven Geometrie 
aus sich ein natiirlicher Weg zur Begriindung der Geometrie ohne Paralle- 
lenpostulat erdffnet. Dazu miissen wir aber versuchen, die projektive 
Geometrie unabhangig vom Parallelenpostulat aufzubauen. Bei diesem 
Versuch stoBen wir sogleich auf folgende Schwierigkeit: Wenn durch jeden 
Punkt P auBerhalb a in der Ebene durch P und a eine und nur eine a nicht 
schneidende Gerade geht, kénnen wir durch Einfiihrung der unendlich 
fernen (uneigentlichen) Punkte den Satz ausnahmslos giiltig machen: 
zwei Geraden einer Ebene haben stets einen Punkt gemeinsam (namlich 
einen endlichen oder unendlich fernen). Wir brauchen nur noch die un- 
endlich fernen Punkte alle als auf einer (uneigentlichen) Geraden, der un- 
endlich fernen Geraden liegend zu definieren, damit der zweite Grundsatz 
wieder giiltig ist: zwei Punkte bestimmen stets eine und nur eine (endliche 
oder unendlich ferne) Gerade. Ebenso kénnen wir im Raum durch Hinzu- 
fiigung der Elemente der unendlich fernen Ebene die entsprechenden Satze 
fiir den Raum ausnahmslos giiltig machen. Auf Grund dieser Satze 
konnen wir dann sofort die Unzerstérbarkeit des harmonischen Punkt- 
quadrupels durch Projektion nachweisen und weiter einen Hauptteil 
der projektiven Geometrie entwickeln. Lange nicht so einfach wird dieser 
Weg, wenn wir jetzt das Parallelenpostulat fortlassen oder vielmehr iiber 
Bolyai und Lobatschewsktj hinausgehend mit Rremann nur Voraussetzungen 
iiber ein beschranktes Raumstiick benutzen wollen. Die ersten acht Para- 


1) Literaturangaben bei Enriques (Encyclop. Art.) und bei Bonola-Liebmann, 
dazu kommt Hopf, Math. Ann. Bd. 95, S. 313. 

2) Fiir die selbstandige Begriindung der proj. Geom. ist das Werk von v. Staudt, 
,, Geometrie der Lage‘‘ (Niirnberg 1847) von entscheidender Bedeutung. Jedoch 
ist sein Ziel, die projektive Geometrie ganz ohne metrische Hilfsmittel zu begriinden, 
nicht ganz befriedigend zu erreichen. Denn die Stetigkeitsvoraussetzungen, die man 
bei Nichtbenutzung metrischer Postulate notwendig braucht, sind ohne metrische 
Vorstellung nicht zwanglos empirisch zu begriinden, vgl. Kap. III, § 2. — Uber die 
historische Entwicklung orientieren die Encyclopadieartikel III AB4a Fano und 
IIL AB5 Schoenflies (insbes. Nr. 17 und i8). 
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graphen des vorliegenden Werkes von Pasch sind der Uberwindung dieser 
Schwierigkeit gewidmet. Hier werden sukzessive die uneigentlichen 
Punkte, Geraden und Ebenen eingefiihrt, und zwar ohne jede Benutzung 
von Kongruenz-(Bewegungs-) Postulaten. Wesentlich und auch, wie wir 
spater sehen werden, unvermeidlich ist hierbei, auch wenn wir nur die 
Ebene erweitern wollen, die Benutzung raumlicher Voraussetzungen. 

Nun kann die Begriindung der projektiven Geometrie auf verschiedenen 
Wegen, wie in §2 auseinandergesetzt werden wird, bis zur Vollendung 
fortschreiten. Die Vollendung ist dann erreicht, wenn es gelingt, eine 
projektive Transformation (Kollineation) analytisch darzustellen, etwa in 
der Ebene unter Zugrundelegung eines koordinatenbestimmenden Punkt- 
quadrupels, sobald von der Transformation zwei durch sie ineinander 
iibergehende Punktquadrupel gegeben sind. Dies ist das von dem vor- 
liegenden Buche erreichte Ziel, und zwar ergeben sich die Kollineationen 
als lineare Transformationen der Koordinaten. Damit ist die projektive 
Geometrie zu einem Teil der Algebra geworden und kann in der iiblichen 
Weise entwickelt werden. 

Jetzt konnen ohne Schwierigkeit auch die Bewegungen, Nichteuklidische 
oder Euklidische, analytisch dargestellt werden, etwa so: 

1. Voraussetzungen aus der projektiven Geometrie (Algebra) : 
a) Jede quadratische Form Q, in 2 Verdnderlichen mit reellen Koeffi- 
zienten a £ P ‘ 

DEX EX p= Ay Hy" TP 2A. XX TF Age XQ”, 
die nicht das Quadrat einer linearen Form ist, liefert eine Involution, 
namlich die lineare Transformation: 
a Geen + Ag9 Vo aS 
He yy y+ Ayo XQ’ a 

Transformiert man die x; und x,’ linear in derselben Weise, dann 
gehort zu der transformierten quadratischen Form die transformierte In- 
volution. 

b) Zu jeder linearen Transformation T 

a wc % + Bw, 
Hl y+ Om 
gehoért eine quadratische Form Q,: 
yu? + (6 — &)%4%, — Bx," 

die durch T bis auf einen Faktor reproduziert wird. Ist Q, ein vollstandiges 
Quadrat, dann nennen wir T eine parabolische Transformation. Trans- 
formiert man die x; und x,’ linear in derselben Weise, dann gehért zu der 
transformierten Transformation (bis auf einen Faktor) die transfor- 
mierte quadratische Form. Zu jeder nicht parabolischen Transformation 
T gibt es eine Involution J: 


a—d 
, 2 44+ 6%, 


Gal 
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J ist die Involution, die gemaB a) der zu T gehérenden Q, zugeord- 
net ist. Diese Involution J ist mit T vertauschbar, d.i., wenn man erst T 
ausfiihrt und dann J, entsteht dieselbe Transformation, als wenn man 
erst J und dann 7 ausfiihrt. Transformieren wir x und x’ in gleicher 
Weise, dann gehort zu der transformierten T auch die transformierte /. 

c) Zwei lineare Transformationen 7, und T,, die nicht Involutionen 
sind, sind dann und nur dann miteinander vertauschbar, wenn die zuge- 
hérigen quadratischen Formen Q%) und Q®) bis auf einen Faktor tiberein- 
stimmen oder, falls sie nicht parabolisch sind, wenn die zu ihnen ge- 
hérenden Involutionen J, und J, identisch sind. 

d) Jede nicht zerfallende quadratische Form von drei Veranderlichen 


Os = D1 4p %iXe » Qin =e (Gi 15.2,.3) 


erzeugt ein Polarsystem, dessen Eigenschaften wir als bekannt voraus- 
setzen (s. 5.131). Wir wollen nur anfiihren: 1. Zu jedem Zahlentripel 
(Punkt) ¢,, &,, & gehdrt eine lineare Form 2'a,, &,%,, die gleich 0 gesetzt 
ausdrtickt, da8 der Punkt %,, x,, x, auf der Polaren zu é,, &, & liegt 
und umgekehrt. 2. Das Polarsystem erzeugt in jedem Punkt O der Ebene, 
der nicht auf seiner Polaren liegt, eine Involution J, der durch den Punkt 
hindurchgehenden Geraden, und auf jeder Geradena, die nicht durch 
ihren Pol geht, eine Involution J, der auf ihr liegenden Punkte. 

e) Eine nicht zerfallende Form Q, ist bis auf einen Faktor gegeben, 
wenn von ihr bekannt ist: 1. die im Punkte O von Q, erzeugte Involution J; 
2. wenn a’ die in Jg zu a gehérende Gerade ist, ein Punkt A auf a’ als Pol 
zu a; 3. die von Q, auf der Geraden a erzeugte Involution /,. 

2. Voraussetzungen aus der metrischen Geomeitrie : 

a) Alle Senkrechten auf einer Geraden a haben einen gemeinsamen 
(eigentlichen oder uneigentlichen) Punkt A. 

b) Gehen a, b, c durch einen Punkt O, dann liegen die gemeinsamen 
Punkte A, B, C aller Senkrechten auf a resp. b resp. c auf einer Geraden o. 

c) Die Spiegelung an einer Geraden ist eine kollineare Spiegelung 
(sO? Or 20L)t 

~d) Da jede Bewegung durch Spiegelungen erzeugt werden kann, ist 
jede Bewegung eine (reelle) Kollineation. 

e) Allen Drehungen um einen Punkt O entsprechen lineare Transfor- 
mationen des Biischels von Geraden durch O, die nicht parabolisch, nicht 
involutorisch und alle miteinander vertauschbar sind. Es gehért zu 
ihnen also eine bis auf einen Faktor bestimmte quadratische Form 
und auch eine bestimmte Involution Jp. Diese Involution stellt die 
Rechtwinkelinvolution, die Drehungen um einen rechten Winkel dar, die 
jeder Geraden die zu ihr senkrechte Gerade zuordnet. 

f) Allen Schiebungen auf einer Geraden entsprechen lineare Trans- 
formationen der Punkte auf der Geraden, die nicht involutorisch und mit- 
einander vertauschbar sind. Es gehort also zu allen Schiebungen auf einer 

14* 
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Geraden eine bis auf einen Faktor bestimmte quadratische Form und falls 
diese nicht das Quadrat einer linearen Form ist, d. i. die Schiebungen 
parabolische Transformationen sind, eine Involution Js. 

g) Sind die Schiebungen auf einer Geraden parabolische Transfor- 
mationen, dann sind sie es auf allen Geraden (denn die Schiebungen 
gehen auseinander durch Bewegung hervor, d. i. durch lineare Transfor- 
mationen): Homogenititssatz, (s. 0. S. 192.) Fiir das Folgende wollen wir 
zunidchst annehmen, daB die Schiebungen nicht parabolisch sind. 

h) Bei einer Spiegelung der Punkte einer Geraden an einem ihrer 
Punkte O geht auBer O ein anderer (eigentlicher oder uneigentlicher) 
Punkt O, in sich tiber. O und QO, sind entsprechende Punkte bei der zu den 
Schiebungen auf dieser Geraden gehérenden Involution /,. 

3. Einordnung der (Nichteuklidischen) metrischen Geometrie in die 
projektive: Durch die Involution Jp (s. 2. e)) in O als Involution Jg, durch 
die zu den Schiebungen auf einer beliebigen Geraden a durch O gehorende 
Js. 2.4)) als Involution J, und durch den Punkt A, in dem sich die 
Senkrechten auf a schneiden, als Pol zu a, ist nach 1. e) bis auf einen 
Faktor eine quadratische Form Q, gegeben. Daraus folgt zunachst: die 
Polare o von O in bezug auf die Q, ist die Gerade, in der die gemeinsamen 
Punkte der Senkrechten auf die Geraden durch O liegen. Denn nach Vor- 
aussetzung liegt A auf o, ferner geht bei der Spiegelung der Geraden a an 
O auch der Punkt A’ in sich iiber. Dann ist A’ der gemeinsame Punkt 
der Lote auf der Senkrechten a’ zu a durch O und nach unserer Vor- 
aussetzung gleichzeitig der Pol von a in bezug auf Q, weil er der zu O in 
J, entsprechende Punkt ist. Durch A und A’ ist aber o eindeutig be- 
stimmt. 

Nun k6nnen wir beweisen: Q, geht bei jeder Bewegung in sich iiber: 
a) Die Spiegelung an einer Geraden 6 durch O ist eine kollineare Spiege- 
lung mit der Achse 6 und dem Zentrum B, dem gemeinsamen Punkt der 
Senkrechten auf b. B ist, wie eben gezeigt wurde, der Pol von 6 in bezug 
auf Q,, folglich geht auch Q, durch diese Spiegelung in sich iiber. b) Die 
Spiegelung an einer Geraden /, die auf a in P senkrecht steht, ist eine 
kollineare Spiegelung mit / als Achse und dem Punkte L als Zentrum, wo- 
bei Z der zu P in der Involution J, = J auf a gehbrende Punkt ist. Nach’ 
unserer Voraussetzung ist aber L der Pol von J in bezug auf die Q,. Also 
geht auch durch diese Spiegelung Q3 in sich tiber. Durch die Spiege- 
lungen von der Art a) und die Spiegelungen von der Art b) kann aber 
jede Bewegung erzeugt werden. Damit ist gezeigt: bei allen Bewe- 
gungen bleibt eine bestimmte quadratische Form bis auf einen Faktor 
unverdndert. 

Aus den oben (Kap. I§5 Abschn.6) angefiihrten Betrachtungen folgt 
auch, daB alle Q; reproduzierenden Kollineationen Bewegungen sind, falls 
wir jedenfalls die Geometrie so erweitern, daB alle Punkte, die aus einem 
eigentlichen Punkt durch eine Q, reproduzierende Transformation hervor- 
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gehen, mit zu den eigentlichen Punkten gezihlt werden. (Wenn die 
Stetigkeitsvoraussetzung erfiillt ist, gehOren alle diese Punkte von vorn- 
herein zu den eigentlichen Punkten, weil jede Q, reproduzierende Trans- 
formation aus beliebig wenig von der Identitat verschiedenen solchen 
Transformationen zusammengesetzt werden kann. Bei unstetigen 
, Raumformen‘ braucht das nicht der Fall zu sein (vgl. u. S. 246 ff). 
Damit ist der Aufbau der Nichteuklidischen Geometrie erledigt. Sie ist 
als mit einer Cayleyschen Bildgeometrie iibereinstimmend nachgewiesen 
worden. 

Es bleibt noch der Fall tibrig, daB die Schiebungen alle parabolisch 
sind. In diesem Falle ist die zu den Schiebungen auf einer Geraden a 
gehérende quadratische Form das Quadrat einer linearen Form. Daraus 
folgt, daB die Schiebungen einen und nur einen festen Punkt haben, 
und zwar den Punkt, welcher der gleich 0 gesetzten linearen Form ent- 
spricht. Bei Spiegelung einer Geraden a an einem Punkt P bleibt 
unabhangig von P dieser feste Punkt U, der Schiebungen fest. Nun 
ist aber U, der gemeinsame Punkt der Lote / auf die Senkrechte a’ auf 
aim Punkte P. Folglich steht ein solches Lot J auch senkrecht auf der 
Senkrechten a’’ auf @ im Punkte P’. Folglich gibt es in diesem Falle 
Rechtecke, die Winkelsumme im Dreieck ist gleich zwei Rechten usw.: 
wir kénnen die Euklidische Entwicklung der Proportionenlehre ansetzen 
und sie in gewodhnlicher Weise bis zur Vollendung der analytischen 
Geometrie fortsetzen. Wir haben also: sind die Schiebungen parabo- 
lische Transformationen, dann gilt die Euklidische Geometrie. 

Damit ist der projektiv-geometrische Weg, der zur Begriindung der 
Geometrie ohne Parallelenpostulat fiihrt, vollstandig beschrieben. Wir 
sehen, welche wesentliche Rolle hier der Begriff der Transformation 
spielt, ein Begriff, der den Alten ganz fremd war und der bei der Ablei- 
tung von Bolyai und Lobatschewskij nicht gebraucht wurde. Aber hier 
haben wir den wesentlichen Vorteil, ohne tiber den Gesamtraum etwas zu 
wissen, die drei méglichen Formen der Geometrie analytisch entwickeln 
zu k6nnen. 


§ 2. Gliederung der grundlegenden Satze in der projektiven 
Geometrie. 


Im vorigen Paragraphen wurde die projektive Geometrie selbst als 
entwickelt vorausgesetzt. Wir miissen jetzt ihre Begriindung genauer 
untersuchen. Zunachst wollen wir ohne Zuriickfiihrung auf die A xiome 
die grundlegenden Satze in ihrer Verkniipfung genauer betrachten. 
In der Tat, wie wir schon in der Einleitung gesagt haben, ist gerade die 
projektive Geometrie geeignet, tiefere Einsicht in die Zusammenfiigung 
der sich aufeinander stiitzenden Satze zu einem Gesamtbau zu erhalten. 

Das Ziel bei der Begriindung der projektiven Geometrie ist ganz 
entsprechend wie bei der metrischen Geometrie das, die projektiven 
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Beziehungen (die Kollineationen) in algebraische Beziehungen zu ver- 
wandeln. Die Schwierigkeit ist aber gegen friiher etwas verschoben: 
im vorigen Kapitel suchten wir in der Nichteuklidischen Geometrie 
eine bereits in der elementaren Geometrie als analytisch darstellbar er- 
kannte Gruppe von Kollineationen, etwa die Gruppe der Bewegungen auf 
einer Grenzkugel, oder die Gruppe der Drehungen um einen Punkt, und 
von dieser ausgehend konnten wir die nichteuklidischen Bewegungen 
selbst analytisch darstellen. Hier aber ist es eine Hauptfrage, tiberhaupt 
Gruppen von Kollineationen algebraisch darzustellen. Das heift: wir 
werden hier tiefer gehend den Weg zu den Resultaten der elementaren 
Geometrie genauer untersuchen. 


I. Das rationale Netz und die Einbettung aller Punkte in das Netz mit 
Hilfe des Archimedischen Postulates. 


a) elementargeometrisch: 1. Das rationale Netz: Aus den Kongruenz- 
satzen und den Satzen iiber Parallelen folgt unmittelbar, daB drei 
Parallelen, die auf einer Geraden gleiche Stiicke ausschneiden, auf 
jeder Geraden gleiche Stiicke ausschneiden. 

Zwei sich in O (dem ,,Anfangspunkt“) schneidende Geraden (siehe 
Fig. 26), die x- resp. y-Achse und auf jeder derselben ein Punkt E, resp. E,, 

der Einheitspunkt, bestimmen die Koordinaten in 
der Ebene der beiden Achsen. Wir ziehen von 
ips Pp einem Punkte P die Parallelen zu diesen Achsen 
&y mit Schnittpunkt 2s resp. 9Ou, unde 
sind die P bestimmenden Koordinatenstrecken. 

0 Fee: Wir nennen P einen rationalen Punkt, wenn 

OP, mit OE, und OP, mit OE, in rationalem 

Fig 26. Verhaltnis steht, d/i. die Strecken OP; und 

OE, resp. OP, und OE, kommensurabel sind. 

Die Verbindungslinien zweier rationaler Punkte nennen wir rationale 
Gerade und erkennen auf Grund des an die Spitze gestellten Satzes iiber 
die Projektion durch Parallele leicht, daB, wenn zwei solche Geraden 
sich schneiden, sie einen rationalen Punkt gemeinsam haben. Die Ge- 
samtheit der rationalen Punkte und Geraden nennen wir ein rationales 
Netz. Ordnen wir dann jedem Punkte P des Netzes die rationalen 


OP, OP We . : 
Zahlen —_* = x und —_* = y in der iiblichen Weise mit Vorzeichen 
OE, OE, 


versehen als Koordinaten zu, so erkennt man wieder leicht, daB zwischen 
den Koordinaten samtlicher Netzpunkte auf einer Netzgeraden eine 
lineare Gleichung mit rationalen Koeffizienten besteht. 

Die Begriindung der projektiven Geometrie im Netz bereitet jetzt 
keine Schwierigkeit mehr. Sie geht etwa iiber die Etappen: Einfiihrung 
der unendlich fernen Geraden, Erklarung des Doppelverhaltnisses von 
vier Punkten auf einer Geraden durch ihre Koordinaten, Beweis, daB 
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das Doppelverhaltnis sich bei Projektion nicht andert. So erreichen 
wir die Satze: durch drei Punkte ist eine projektive Beziehung 
der Geraden auf sich eindeutig bestimmt, jede projektive Trans- 
formation des Netzes auf sich wird dargestellt durch lineare Trans- 
formationen der Koordinaten: 


1 41% + Ay2V + Ays 1 4a % + Agy V + gg 
== al — : os 
31 ¥ + Ago V + Age 31 ¥ +- Ago V +- Ags 


mit rationalen Koeffizienten und nicht verschwindender Determinante. 

2. Die Einschaltung der irrationalen Punkte in das Netz (Euklid V): 
Das Netz ist leider nicht ausreichend fiir die Beschreibung der geome- 
trischen Verhaltnisse. Wir k6nnen etwa in unserem Netz die Konstruktion 
von Kegelschnitten als Durchschnitte der Strahlen zweier projektiv auf- 
einander bezogener Biischel vornehmen. Wir erhalten fiir diese Kegel- 
schnitte, mit C, bezeichnet, eine Gleichung zweiten Grades in den 
Koordinaten mit rationalen Koeffizienten. Ein solche C, teilt die 
Ebene in zwei Teile, Inneres und AuBeres. Die Tangente an diese C, 
in einem Netzpunkt ist wieder eine Netzgerade. Auf ihr liegen auBer 
dem Beriihrungspunkt nur Netzpunkte des AuBeren von C,. Aber diese 
Tangenten bedecken nicht das ganze Netz, soweit es auBerhalb von 
C, liegt: durch einen allgemeinen Netzpunkt auBerhalb von C, geht 
keine Netzgerade als Tangente an den Kegelschnitt. In der Tat erhalten 
wir durch die Bedingung, daB eine Gerade durch einen bestimmten Punkt 
eine C, beriihren soll, eine quadratische Gleichung fiir die Koeffizienten 
der Gleichung dieser Geraden, und diese quadratische Gleichung ist 
im allgemeinen nicht durch rationale Werte der Unbekannten zu lésen. 
Wenn wir also der Anschauung entsprechend annehmen, daB durch jeden 
Punkt auBerhalb von C, eine Tangente hindurchgeht, dann miissen wir 
zu den Netzgeraden auch noch diejenigen Geraden hinzunehmen, in 
deren Gleichung die Koeffizienten quadratischen Gleichungen mit 
rationalen Koeffizienten geniigen. Durch den Schnitt dieser Geraden 
erhalten wir neue Netzpunkte, durch die Tangenten von diesen wieder 
neue Netzgerade, in deren Gleichung die Koeffizienten quadratischen 
Gleichungen mit Koeffizienten geniigen, die selbst wieder quadratischen 
Gleichungen mit rationalen Koeffizienten geniigen; usw. Wir kénnten 
uns denken, dafB wir alle diese neuen Punkte und Geraden mit in unser 
Netz hineinnehmen, alle Punkte also, deren Koordinaten durch eine 
Kette von quadratischen Gleichungen aus den Netzpunkten erzeugt 
werden kénnen und alle Geraden mit analog bestimmbaren Koeffizienten. 
Dann wiirde auch in dem erweiterten Netz, wie auf Grund algebrai- 
scher Uberlegungen zu sehen ist, die projektive Geometrie giiltig sein. 
Dieses erweiterte Netz ist dadurch ausgezeichnet, daB die (Euklidischen) 
Bewegungen das Netz in sich iiberfiihren. Dies erkennt man daraus, 
da die Drehung um den Nullpunkt, die die x-Achse in eine Gerade 
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durch den Punkt mit den Koordinaten a und 6 iiberfiihrt, durch die 
Formeln: ; 


a b 
x =—x+—y 
c c 


y=— “ % + < y 
mit a2+ 62=c?, oder c=a)/l ++ es 
dargestellt wird. Die Koordinaten x’ und y’ sind lineare Verbindungen 
von Koordinaten von Punkten des erweiterten Netzes, also gehért der 
Punkt (x’, y’) selbst zu diesem Netz. Das rationale Netz hat nicht diese 
Beweglichkeit. Die Forderung nach Beweglichkeit hatte uns ebenso natiir- 
lich wie die Tangentenkonstruktion zu der etwas schwacheren Erweite- 
rung gefiihrt, die bewirkt, daB, wenn die Koordinate w vorkommt, 
auch die Koordinate yl +2 vorkommt. Aber dieses vervollstan- 
digte Netz geniigt noch lange nicht allen geometrischen Anspriichen. 
Denn es lassen sich ja auch rein projektiv alle algebraischen Kurven er- 
zeugen und analog wie oben fiir die Kegelschnitte miissen wir fiir die 
allgemeine algebraische Kurve das Netz erweitern durch Hinzufiigung 
aller Punkte mit Koordinaten, die algebraischen Gleichungen mit ratio- 
nalen Koeffizienten geniigen. Auch in dem so erweiterten Netz gilt die 
projektive Geometrie. Jedoch, selbst dieses Netz geniigt nicht: die 
Inhaltsbestimmung von Stiicken der Ebene, die durch algebraische 
Kurven begrenzt werden (Quadratur der Kurven), fiihrt uns aus den 
bisher betrachteten Netzen heraus. Ja, wir miissen sogar, auch vom 
rein geometrischen Standpunkt aus, die Integralkurven von Differential- 
gleichungen mit in Betracht ziehen. Aber bei solchen Erweiterungen 
tritt ein charakteristischer Unterschied gegen die frithere Erweiterung 
auf. Die friihere Erweiterung ist rein elementar-geometrisch kon- 
struierbar. Auch die Tangenten an eine algebraische Kurve lassen sich _ 
rein geometrisch ohne GrenzprozeB definieren, z. B. die Tangenten an 
die C, als solche Geraden, die durch ihre Pole hindurchgehen. Dagegen 
ist die Inhaltsgleichheit nicht ohne GrenzprozeB zu definieren. Die 
Definition lautet etwa so: zwei Stiicke 2, und 2, sind inhaltsgleich, 
wenn 2, und 2 in resp. kongruente Teilstiicke zerlegt werden kénnen 
bis auf Reste o, und o,, deren Teile in einem ,,beliebig kleinen Quadrat‘ 
kongruent untergebracht werden kénnen (vgl.u.S.263). Damit haben wir 
die Schwelle der Elementargeometrie definitiv tiberschritten. So werden 
wir dazu gefiihrt, gleich von vornherein unser rationales Netz zu erweitern 
durch Einschaltung aller durch einen GrenzprozeB zu erhaltenden Punkte, 
ohne Riicksicht darauf, wie man zu ihnen auf rein geometrische Weise 
vom rationalen Netz ausgehend gelangen kann. Diese Einschaltung und 
die Ubertragung der Operationen mit rationalen Zahlen auf die irratio- 
nalen Zahlen ist im Buch V von Euklid musterhaft dargestellt als Lehre 
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von den allgemeinen Verhaltnissen von ,,GréBen“ (speziell von Strecken- 
verhaltnissen). Euklid definiert: dann und nur dann nennt man die 


Verhaltnisse und rh gleich, wenn fiir beliebige ganze Zahlen n, m mit 


a 
na = mb auch entsprechend na, = mb, ist. 


Er beweist, daB infolge dieser Definition der Gleichheit dieselben Rech- 
nungsregeln fiw die allgemeinen Gréfenverhaltnisse wie fiir die vationalen 
Streckenverhdlinisse gelten, falls die GréBen, die ins Verhaltnis gesetzt 
werden, tiberhaupt auf diese Weise miteinander vergleichbar sind; 
namlich: Adyor %yew mods Gddnha meyéIn déyeror, & Stvata modda- 
thacialoueva Aahhhhoy baeoévew; man sagt, GréBen haben ein Ver- 
haltnis zueinander, die vervielfacht einander iibertreffen kénnen!). 
Wenn man nun fiir Strecken diese Eigen- 
schaft als erfiillt voraussetzt, kann man die 
ganze analytische Geometrie entwickeln. Zu- 
nachst folgt sofort der Proportionalsatz auch 
fiir irrationale Verhaltnisse (Fig.27). Denn der 
m-te Teil von a wird durch die Parallelen- 
ziehung direkt auf den m-ten Teil von a, iiber- 
tragen, und das u-fache dieses Teiles von a 
wird durch die Parallelen direkt auf das m-fache Fig. 27. 
dieses Teiles von a, iibertragen. Da aber durch 
die Parallelprojektion die Lagenbeziehungen aller Punkte unverandert 


bleiben, folgt aus der Lagenbeziehung von =. a zu b die entsprechende 
Lagenbeziehung von * a, zu 0b,, also ist nach der Euklidischen 
Definition #=% 
nu 
b) Das projektive Mébiussche Netz. 1. Die Konstruktion eines 
rationalen Netzes kann man leicht vein projektiv, d. i. unabhangig von 
Kongruenz- und Parallelenbetrachtungen machen. Zunachst nehmen 
wir als x- und y-Achse, statt der beiden aufeinander senkrecht stehenden 
Geraden, zwei beliebige Geraden durch O und auf jeder von ihnen zwei 
-Punkte U, und E, resp. U, und E,. Durch fortgesetztes, rein projektives 
Konstruieren von vierten harmonischen Punkten kénnen wir auf der 
x-Achse jeden Punkt P erhalten, fiir den das Doppelverhaltnis 
(OU, E,P,) rational ist, ebenso auf der y-Achse. Die Schnittpunkte von 
U,P, und U, P,, liefern die Punkte des Netzes. Die Geraden, die zwei 
Netzpunkte verbinden, sind die Netzgeraden. Zwei Netzgeraden schnei- 
den sich stets in einem Netzpunkt. Zum Beweise dieser Beziehung 
brauchen wir statt des an die Spitze von a) gestellten Satzes tiber die 
Erhaltung des Streckenmittelpunktes bei Parallelprojektion hier nur 


1) Euklid, V, Def. 4. 
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den Satz, daB vier harmonische Punkte durch Projektion wieder in 
vier harmonische Punkte iibergehen, ein Satz, der unmittelbar aus dem 
Satz der perspektiven Dreiecke (dem sog. Desarguesschen Satze) folgt. 

2. Um das projektive Netz zu erweitern, kann man wie Pasch’) aus 
der fiir die gewohnliche Streckenkongruenz vorausgesetzten MeBbarkeits- 
eigenschaft (dem sog. Archimedischen Postulat) die Giiltigkeit der 
analogen Eigenschaft fiir die fortgesetzte Konstruktion von vierten 
harmonischen Punkten herleiten, und kann dann analog wie Euklid 
das Rechnen mit irrationalen Doppelverhaltnissen und daraufhin die 
projektive Geometrie vollstandig begriinden. Jenes ,,projektive’ Archi- 
medische Postulat (vgl. u. S. 252) folgt bei Pasch aus einfach abzu- 
leitenden Lagebeziehungen zwischen Folgen kongruenter Strecken und 
harmonischer Punktquadrupel. 


II. Die Rechnung mit Streckenverhaltnissen auf Grund ees Satze von 
Desargues und Pascal. 


Etwas wesentlich Neues in der Betrachtung der Satze der projek- 
tiven (analytischen) Geometrie trat auf, als man sich genauer tiberlegte, 
daB die Moéglichkeit der Algebraisierung auf rein projektiven Satzen 
(resp. speziell die Ableitung der Euklidischen Proportionenlehre auf ein- 
fachen, elementar-geometrischen Satzen) beruht, auf Satzen, die des- 
wegen besonders elementaren Charakter haben, weil sie sich nicht, wie 
etwa das Archimedische Postulat, auf eine unbestimmte Anzahl von 
Elementen oder Operationen beziehen. Denn wir brauchen fiir die Al- 
gebraisierung im wesentlichen nur die Einsicht, daB die gewohnlichen Re- 
geln der Addition und Multiplikation fiir die geometrisch definierten Dop- 
pelverhaltnisse (resp. fiir Streckenverhaltnisse) erfiillt sind. Strecken- 
verhaltnisse und ihre Verkniipfung kommen am natiirlichsten in der 
Euklidischen Geometrie zum Ausdruck. Man wird deswegen am besten, 
sofern man nicht schon von vornherein in der Euklidischen Geometrie 
operiert, ein ,,Bild‘’ der Ahnlichkeitstransformationen und Parallelver- 
schiebungen einfiihren. Dann ist unsere Aufgabe: 1. die Definition der 
Gleichheit von Streckenverhaltnissen, nicht durch die Lagenbeziehung 
der Strecken zu den Strecken eines rationalen Netzes, wie bei Euklid 
oder bei Pasch, sondern eine direkte Definition durch die Ahnlichkeits-_ 
transformationen (Dehnungen) des Bildes. (Hierbei spielen Anordnungs- 
betrachtungen gar keine Rolle.) 2. Die Definition der Operationen der 
Addition und Multiplikation durch Zusammensetzung von Ahnlichkeits- 
transformationen und Parallelverschiebungen. 3. Der Beweis, daB die 
so definierten Operationen die Rechnungsregeln befriedigen. Wegen der 
Wichtigkeit wollen wir die Lésung dieser Aufgabe ausfiihrlicher darstellen: 

1. Projektiv-geometrische V orbereitungen: Die zentralen Kollineationen 


) Se Os S, MOSER 
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der Ebene sind solche Kollineationen, bei denen die Punkte einer 
Achse w in sich tibergehen, oder was dasselbe ist, in der zwei entsprechende 
Geraden sich auf der Achse schneiden. Daraus folgt nach dem Desargues- 
schen Satze tiber perspektive Dreiecke sofort, daB die Verbindungslinie 
entsprechender Punkte durch einen festen PunktC, das Zentrum, 
hindurchgehen, also alle Geraden durch C in sich selbst iibergehen. Eine 
zentrale Kollineation ist gegeben durch die Achse uw, das Zentrum C 
und zwei beliebige einander entsprechende, nicht auf der Achse liegende 
Punkte P und P’ auf einer Geraden durch C. Ist P von P’ durch C und 
u harmonisch getrennt, dann haben wie die spezielle 


zentrale Kollineation, die wir oben unter der Be- ‘ 
zeichnung ,,kollineare Spiegelung“ genauer betrachtet p! 
haben. Fiir das Folgende nehmen wir eine Achse uw, Pp 

— das Bild der unendlich fernen Geraden — fest an 

und betrachten alle zentralen Kollineationen mit a a és 
der Achse w — die Bilder der Ahnlichkeitstransfor- ~’ fe ss 


mationen D; (Dehnungen) — und speziell diejenigen 

zentralen Kollineationen, bei denen das Zentrum auf der Achse liegt — 
die Bilder der Parallelverschiebungen S;. Wir bezeichnen die Dehnungen 
durch Dg p-,p, durch das Zentrum C und ein Paar entsprechender 
Punkte, eine Schiebung durch Sp_, p,, wobei das Zentrum der Schie- 
bung in dem Schnittpunkt von w und der Geraden PP’ liegt. 

Aus der Definition folgt unmittelbar: Die Dehnungen und Schie- 
bungen (die zentralen Kollineationen mit fester Achse u) bilden eine 
Gruppe, d.i.: a) zwei hintereinander ausgefiihrte Dehnungen D, und D, 
ergeben wieder eine Dehnung die wir mit D,D, bezeichnen. Und 
zwar ist Do, p +p Do,, p+ pr = Do, p> p”, WO Cy der Schnittpunkt der 
Geracen 1G, and) PP’ {ist (S...igs 28). 
b) Zu jeder Dehnung D gibt es eine rezi- 
proke D-!, so daB DD-! jeden Punkt in 
die urspriingliche Lage bringt und zwar 
ist Do, p+ p = (Do, p+ pv). (D,D,)* ist 
pleich De) 

Die Schiebungen bilden eine Gruppe 
fiir sich, eine Untergruppe der ganzen 
Dehnungsgruppe. Denn das Zentrum von 
S,S_ liegt auf der Verbindungslinie der Fig. 29. 

Zentren von S, und Sg, also auch auf w. 

Die Schiebungen bilden eine Abelsche Gruppe, d. i. die Schiebungen 
sind miteinander vertauschbar: S,S, = S,S,. Das folgt unmittelbar 
durch Betrachtung der Figur 29 fiir Schiebungen mit verschiedenen 
Zentren. Hat aber S, dasselbe Zentrum wie S,, dann kann man S;= S35, 
setzen, wo S, und S, ein von S, verschiedenes Zentrum haben; dann 


SNS = ds ESAS, SiS yi 54.54 Su Sy Sy! 
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Alle Dehnungen mit festem Zentrum, speziell auch alle Schiebungen 
mit festem Zentrum (alle ,,parallelen‘‘ Schiebungen) bilden eine Unter- 
gruppe. Alle Schiebungen mit festem Zentrum, alle Schiebungen mit 
fester Richtung bilden eine invariante Untergruppe, d.i. D-1S D ist wieder 
fi eine Schiebung, und zwar eine Schiebung mit 

demselben Zentrum (mit derselben Richtung) 
gi wie S. In der Tat ergibt sich durch die Be- 

trachtung der Fig. 30, in der wir wie stets im 

folgenden die Gerade w als unendlich ferne Ge- 
zB &; rade der Zeichenebene angenommen haben, daB 

, durch D-!SD zwei Punkte P,’ und P,’, die auf 

ke einer Geraden durch das Zentrum von S gehen, 

wieder in zwei Punkte Q,’ und Q,’ dieser selben 

Geraden tibergehen. In der Figur ist D = Dg p,,p, und S=Sp__,g, 

= Sp, +9, amgenommen. Dannist D4 SD = Sp, _, 9, = Spy +a,- Man 

nennt D-1SD die mit D transformierte Schiebung S. Ist D4 SD=S-, 
dann ist D eine kollineare Spiegelung und umgekehrt. 

Die mit der Schiebung S¢_,q transformierte Dehnung Dg ist eine 
Dehnung mit dem Zentrum C’ (s. Fig. 31). 

Es ist D}1SD,D,1SD,= D+SD, wo D nur von D, und Dy aber 
nicht von S abhingig ist. 

Beweis: Es ist: 

(Sign Digi an leah eae ane on 
und dieses ist, weil Schiebungen miteinander ver- 


tauscht werden diirfen, und auch D,1SD, eine 

Schiebung ist, gleich: 

SSO ase SD OF SD, 

Wir kénnen also die S_ transformierende 
Dehnung D,, ohne das Resultat zu verandern, 
durch die mit einer beliebigen Schiebung trans- 
formierte D, ersetzen. Folglich kénnen wir in der 

Fig. 31. zu beweisenden Beziehung fiir D, D, und D, das- 
selbe Zentrum C voraussetzen. 

Bl gy Wir betrachten zunachst den Ausnahme- 
falls. Figs 32), daboD es SD und Dae ts 
zueinander reziprok sind, dann ist 

(DD sat eee D7 Dae ete 
gi 7 Daraus folgt, wenn wir S~! mit D, D,~! trans- 
Fig. 32. formieren, daB D,D,1 D, D,~'die Kollineation 
ist, die jedes Element ihm selbst zuordnet. 

Also ist D,D,~1 die kollineare Spiegelung mit C als Zentrum und u als 

Achse. Dann ist aber auch fiir jede andere Schiebung S’ 


wd 


Fig. 30. 
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(DD aS “DED, = S's, 


also auch D,-1S’D, und D,-1S’D, zueinander reziprok. Die Kolli- 
neation D,!SD, D,-!SD, ist also in diesem Falle unabhangig von S 
stets die Schiebung, die jeden Punkt in sich iiberfiithrt, die ,,Nullschie- 
bung“, und wir kénnen sagen, daB diese ausgeartete Schiebung aus einer 
gewohnlichen Schiebung durch Transfor- 
mation mit einer ausgearteten Dehnung 
entsteht, namlich durch Transformation 
mit Do p,c, bei der irgend ein Punkt P 
in das Zentrum C iibergefiihrt wird, die 
ganze Ebene in das Zentrum zusammen _ 
gezogen wird. Wir wollen diese ausge- 
artete Dehnung mit D, bezeichnen. 

Wir schlieBen jetzt diesen speziellen 
Fall aus und haben dann zur Konstruk- Fig. 33. 
tion von D aus D, und D, die Figur 33. 
Es ist nur zu zeigen, daB die Konstruktion unabhangig von dem bei 
der Konstruktion benutzten S ist. 


Im folgenden bezeichnen wir 2 Geraden a und 0 als parallel, in Zeichen 
a\b, wenn a und 6 sich auf w~ schneiden. 
Es sei 


’ 


Depry =D, De Ps ppeDy, SPP =S) 
ferner 


PY/RCP!, P/RICP!, Pi! RP," ||P,P,, 
dann ist in der obigen Bezeichnungsweise 


Do, p,>P," = De, P,> Pp" =D, 
d. i. es ist 


D,SD,D,SD,=D= SD. 


Jetzt lassen wir zunachst das Zentrum 
(die Richtung) von S unverandert, wahlen 
nur einen anderen zu P, gehdrenden Punkt, 
etwa Q, (s. Fig. 34) und machen dieselbe 
Konstruktion mit S’ = Sp, 49,- 

Es seidann D,=Do, p,-+p,' = De, @.>02' 
also PQ, || P2’Q.’, dann brauchen wir nur 
zu zeigen, da der Schnittpunkt 7 der 
Parallelen P,’ T zu CQ,’ und der Parallelen Fig. 34. 

Q,'T zu CP,’ auf der Geraden P,”' R liegt. 
Das folgt aber sofort aus der Betrachtung der Dreiecke C P,’Q,’ und 
P, RT auf Grund des Desarguesschen Satzes. 

Nun verandern wir beliebig das Zentrum von S, wahlen aber den zu 
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P, gehérenden Punkt Q, méglichst bequem (s. Fig. 35) und zwar so, 
daB P,Q, || CP, ist. Wir brauchen nur zu zeigen, daB der Schnittpunkt 7° 
der Parallelen P,’T zu CQ,’ mit Q,’T, auf der Parallelen PT zu 
P,Q, liegt. Das folgt aber wieder aus 
der (zweimaligen) Anwendung des Desar- 
guesschen Satzes auf die Vierecke C P, P.Qy 
und Paw lereras 

Damit ist der Beweis geliefert, da die 
Beziehung unabhangig von S ist. 

2. E/infiihrung der Dehnungsgrifen 
(Streckenverhiltnisse). Jeder Dehnung D 
ordnen wir eine GroéBe d zu, und zwar 
sagen wir 
Fig. 35. ad, =4,, 


wenn die zugehérigen Dehnungen D, und D, durch Transformation mit 
einer Schiebung auseinander hervorgehen, wenn also 
Dy aoe SDS) 
ist. Es ist darnach d,=d,, wenn fiir irgend ein S die Beziehung 
Die Dit Doe > De eilt mm Demin comict 
Diets Det pe eo go Ope ae 
und wir kénnen S, so wahlen, daB durch die Transformation mit 
S, die Dehnung D, in eine Dehnung D,’ tibergeht, die dasselbe Zentrum 
wie D, hat. Aus der Beziehung D, 1S D,= D,’1SD,’ folgt aber, wenn 
D, und D,' dasselbe Zentrum haben, D, = D,’. Folglich sind die zu 
D, oder D,/ und D, gehorenden DehnungsgréBen gleich. Die zu einer 
ausgearteten Dehnung Do p_,¢ gehdrende GréBe bezeichnen wir mit 0, 
die zu der Identitat Do p_,p gehdrende Dehnungsgr6Be bezeichnen wir 
mit 1, die zur Spiegelung gehdrende DehnungsgréBe mit —1, die zu 
D~ gehérende DehnungsgréBe mit d7!. 
3. Addition und Multiplikation von DehnungsgréBen. 
a) Multiplikation. Wir bezeichnen d = d,d, als Produkt von d, und 
d,, wenn die zu der Dehnung D,D, gehérende DehnungsgréBe gleich d 
gf ist. Nach 2. folgt aus d,=d,’ und d,=d,’ 
auch d,d,=d,'d,’. 
Es ist d dann und nur dann = dd, 
oder = d,d, wennid, = list. Es ist dd 
Pp mse P dann und nur dann 91) wenn del 
Fig. 36. oder =—1] ist. Es ist d,d, dann und nur 
dann = d,d,, wenn d, = d, oder d, = 0 ist. 
Es ist 0d =d0 = 0. Nehmen wir fiir D, und D, dasselbe Zentrum C, 
dann erhalten wir die in der Figur 36 dargestellte Konstruktion; wo 


De, p +P,! = De, p>p,' De, p +P,’ 
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ist, wenn C,Q, und Q,’ auf einer Geraden liegen und PQ || P.’Qo’ und 
Ee ea. O, hist: 

b) Addition, Wir bezeichnen d als Summe von d, und dy, d = d, + dy, 
wenn fiir irgendein S (also nach 1. fiir jedes S) D,-1SD, D,1SD, 
=D" SD ist. Aus d,=4d,' und d,=d,’ folgt d, +.d,=d,'+d,’. 

Eine Konstruktion dieser Addition liefert Fig. 33, eine zweite Kon- 
struktion mit S=S¢,p, Dy=De psp), D,= Der, p, und D = 
De, p +p, die Figur 37, wo QR 
|CP,CQ|PyRunaPg|PyR 2 ‘ 
ist. Man sieht, daB D,-!S¢_, p D, 
=ScmnrDitSo4eDi= Seon, 
=So+r und Sc..p) Sc,py = 7 7 
ea —D"SD ist. Orem aaa 

Esist0+d=d+0Oundd,+d, 
dann und nur dann gleich d, + d,, wenn d, = dg ist. 

Ist d=d,+d,, dann schreiben wir d — d,=d,. 

4, Rechnungsregeln: 

a) Kommutativitat der Addition 

ad, +d,=d,+ dy. 

Dies folgt sofort daraus, daB8 nach 1. die Schiebungen miteinander 
vertauschbar sind. 

b) erstes distributives Gesetz: 

(d, + dy) dy = dds + dy dg. 
setzen wir d = d, + d,, also 
De Die Digs SD ADs oD, 


Od 


Fig. 37. 


dann folgt: 
Die Uae® DD ae DidD)s\a Se Deals De) Des, 
das heiBt aber: 
dd, = d,dz + dod, 
was unsere Behauptung ist. 

Das Gesetz der Kommutativitat der Multiplikation erfordert be- 
sondere Hilfsmittel der Beweisfiihrung (s. Nr. 6). Wir behandeln des- 
wegen zundchst 

c) das zweite distributive Gesetz: 

ds (d, + dy) = dgd, + dzdy. 

Es ist, indem wir wie bei b) bezeichnen, die Beziehung 

DES Die eto D5 5 
unabhangig von S. Setzen wir jetzt an Stelle von S die Schiebung 
D;4SD,, soerhalten wir: 

DD SD, Die D, 7 5 DeD. Ds D, Ds, 
das heibt: 
d,d = d3d, + dgdo, 

was unsere Behauptung ist. 
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5. Analytische Geometrie: 

a) Koordinatensystem: Wir machen die Konstruktion genau wie oben 
§ 2 Ta. 

Wir nehmen (s. Fig. 38) zwei Geraden durch O, die x- und die 
y-Achse, und auf jeder Achse einen Punkt EF, resp. £,. Wir ziehen 
durch irgendeinen Punkt P Parallelen zu den Achsen, die die x-Achse 
in P,,, die y-Achse in P, schneiden. Dann nennen wir Koordinaten von 
P die DehnungsgréBen x und y, die zu den Dehnungen Do z,-,p, 
resp. Do, z,>p, gehéren. 

b) Gleichung der Geraden: Es mége die Gerade nicht durch O gehen 
(s. Fig. 38) und die x-Achse in A, die y-Achse in B schneiden und es 
seien x und y die Koordinaten eines Punktes auf der Geraden; dann ist 

do 1+E, % +40 poe, y= l. 

Hierbei bedeutet do 4,5, die DehnungsgréBe, die zu der Dehnung 
Do, a+r, Sehort. Zum Beweis beachte man, daB do 4.2,% = do, s+P, 
ist und da8 die Transformation mit der Dehnung 
Do, 4-> Pp, die Schiebung S4_,z in die Schiebung Sp_,z 
verwandelt. Analoges gilt fiir dp 5,7, y. Die Summe 
der transformierten Schiebungen gibt wieder die ur- 
spriingliche Schiebung S,_,,. Umgekehrt: wenn die 
Koordinaten x und y eines Punktes P der obigen 
Beziehung geniigen, dann liegt, wie man leicht er- 
kennt, P auf der Geraden A B. Wir nennen diese Be- 
ziehung die Gleichung der Geraden A B. 

Fiir die Geraden, die durch O gehen und fiir die Parallelen zur x- 
und y-Achse kénnen wir ebenfalls ganz leicht die Gleichungen ableiten 
und erhalten so die Gleichung jeder Geraden in der Form: 

ax+tby=c. 

Bis jetzt haben wir zur Begriindung der ebenen projektiven Geometrie 
nur den Desarguesschen Satz und die Grundsdtze: zwet Geraden schnet- 
den sich stets in einem Punkt, zwei Punkte bestimmen eine und nur eine 
Gerade, benutzt. und diese geometrischen Tatsachen sind auch vollkommen 


algebraisch dargestellt. Denn z. B. aus zwei linearen Gleichungen zwischen 
x und y von der Form 


Fig. 38. 


&=4%+ 0,y—1=0 
und 


&o = a,% + by—_1=0 
laBt sich, wenn auch nur ein Koeffizient von 0 verschieden ist (etwa 
a) eine Variable eliminieren: wir erhalten 


AA * 2 — 85 = (4,4, b, — b,)'y — (a@,a,-1 — 1) = 0, 
wenn nun 


a,.a,-1b, — by +0 
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ist, dann ist fiir 
Y = (4,4, 1b, — bg) (aga,-1— 1) sicher a,a,-1g, —g, = 0. 

Setzen wir diesen Wert von y in g, ein, dann kénnen wir wegen 
a, == 0 g, durch geeignete Wahl von x zu Null machen. Dann ver- 
schwindet also fiir die angenommenen Werte von x und y sowohl g, 
wie a,4,-'g, — gy, also auch g,. Wir sehen: zwei lineare Gleichungen 
zwischen x und y haben auf Grund unserer Rechnungsregein, falls sie 
nicht Bilder von parallelen, sich auf w schneidenden Geraden sind (d. i. 
a,@,~1 b, — b, += 0) stets eine und nur eine Lésung. Der Satz: zwei 
nichtparallele Geraden einer Ebene haben stets einen und nur einen 
Schnittpunkt, ist also jetzt nur auf Grund unserer Rechnungsregeln 
und aus der Tatsache abgeleitet, daB die Geraden durch lineare 
Gleichungen mit vorangestellten Koeffizienten dargestellt werden. 
‘Ebenso kann auch der Grundsatz rein algebraisch abgeleitet werden, 
daB durch zwei Punkte stets eine und nur eine Gerade geht. Auch den 
Desarguesschen Satz kénnen wir nur auf Grund der Rechnungsregeln 
und der algebraischen Darstellung der Geraden ableiten. Endlich 
k6nnen wir ohne Schwierigkeit nachweisen, daB die allgemeinste projek- 
tive Transformation der Punkte auf der x-Achse, die durch fortgesetztes 
Projizieren erzeugte Abbildung der Geraden auf sich selbst, durch die 
Formel dargestellt wird: 

xd = (xy +0) (wer+ A). 

Aber dennoch sind wir mit der Begriindung der projektiven Geometrie 
durchaus nicht fertig. Denn wir kénnen nicht entscheiden, ob irgend- 
eine solche lineare Transformation auch umgekehrt eine projektive 
Transformation darstellt, d. i. die Darstellung einer durch fortgesetztes 
Projizieren erzeugten Abbildung ist. Damit hangt zusammen, daf wir 
die lineare Transformation nicht durch einander zugeordnete Punkte 
bestimmen kénnen. DaB8 eine lineare Transformation, soweit wir bisher 
die projektive Geometrie entwickelt haben, nicht durch zwei ent- 
sprechende Punkttripel bestimmt ist, ergibt sich schon dadurch, daB in 
der obigen Transformationsformel vier Koeffizienten auftreten, von denen 
keiner durch Division wegzuschaffen ist. Dadurch, da8 wir einander zuge- 
ordnete Punkte x; und x,/ geben, erhalten wir lineare Gleichungen fiir die 
Koeffizienten. So ergibt sich aus der obenstehenden Formel fiir die lineare 


Transformation: 
: (xy + 0) % = Xa + B. 

Aus drei solchen Gleichungen lassen sich « und f eliminieren, die 
resultierende Gleichung hat die Form 141 749 + toy Ugg + U31Y Ug0 
+ gy Vag + 041 6g + VQ19V22 =O, aber auch durch noch so viel 
Gleichungen von dieser Form lassen sich allein auf Grund unserer 
Rechnungsregeln y und 0 nicht bestimmen. 

Wie wir aus diesen Betrachtungen sehen, brauchen wir noch weitere 
Satze, um eine brauchbare projektive Geometrie zu erhalten. Wir 

Pasch-Dehn, Vorlesungen. 2. Aufl. 15 
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erkennen, daB die der Erreichung dieses Zieles entgegenstehenden 
Schwierigkeiten sofort verschwinden, wenn wir auch noch die Kommuta- 
tivitat fiir die Multiplikation der DehnungsgréBen einfiihren. Ob dieses 
radikale Mittel notwendig ist, ob es also auch ,,nicht kommutative” 
Systeme von Dehnungen gibt, in denen man die projektive Geometrie 
vollstandig entwickeln kann, bleibe dahingestellt. 

6. Kommutativitat der Multiplikation: d,d, = d,d,. 

Nehmen wir etwa die Darstellung der zu d, und d, gehérenden 
Dehnungen wie in Figur 37, so erhalten wir die Figur 39 und es muf, 
damit unsere Behauptung erwiesen ist, auch D,D, = D,D, sein, weil 
zwei DehnungsgréBen d, und d,, die zu Dehnungen D, und D, mit dem- 
selben Zentrum gehoren, nur dann gleich sind, wenn auch die Dehnungen 
selbst gleich sind. 

Voraussetzung sm O.P 1 O;7t al Oa dow One ORME 

Behauptung: OPO we 

Beweis: Die Behauptung ist gleichbedeutend mit 

De, p-+P, De, pp, (= De, p>p,') = Do, p+. De, p-+P,"- 

Dieser Beziehung entspricht die Pascalsche Konfiguration, d. 1. 
die Figur eines Sechsecks, dessen Ecken abwechselnd auf zwei 
Geraden liegen und von dem der sogenannte Pascalsche Satz 
aussagt, daB je zwei gegen- 
iiberliegende Seiten sich auf 
Punkten einer Geraden schnei- 
den, daB also, wenn zwei Paare 
von gegeniiberliegenden Seiten 
parallel sind, auch das dritte 
Seitenpaar aus parallelen Ge- 
raden besteht. Es ergibt sich 

Fig. 39. also: 

Der Pascalsche Satz ist 
gleichbedeutend mit der Aussage, daB das kommutative Gesetz fiir die 
Multiplikation der Dehnungsgrofe resp. fiir die Zusammensetzung von 
Dehnungen mit demselben Zentrum erfiillt ist. 

Jetzt gelten fiir die DehnungsgréBen alle gewéhnlichen Rechnungs- 
regeln und es ist in der Tat die projektive Geometrie der Ebene voll- 
standig algebraisch dargestellt, insbesondere laBt sich rein algebraisch 
beweisen, da die projektive Beziehung einer Geraden auf sich selbst 
durch drei einander entsprechende Punktepaare eindeutig festgelegt ist. 
Auch die geometrischen Tatsachen tiber die Anordnung der Punkte und 
Geraden in der Ebene sind vollstandig algebraisch ausdriickbar, wenn 
wir noch entsprechend der geometrischen Bedeutung die Anordnung 
der DehnungsgréBen in eine einfache Reihe definieren. Dann kénnen 
wir z. B. auch leicht die Teilung der Punkte einer Ebene durch eine 
Gerade algebraisch durchfiihren. 
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Zusammenfassung: Die Sidtze von Desargues und Pascal geniigen, 
um die projektive Geometrie zu algebraisieren. 

Bemerkung: Wenn wir von vornherein den Pascalschen Satz vor- 
ausgesetzt hatten, dann ware unsere Ableitung durch den Fortfall des 
. Beweises fiir das zweite distributive Gesetz erheblich vereinfacht worden. 

7. Die Sdtze von Desargues und Pascal 
sind direkte Folgerungen aus dem Fundamental- 
satz der projektiven Geometrie. 

a) Satz von Desargues (s. Figur 40): Durch 
Projektion von g aus C, auf g, und von g, 
aus C, auf g. werden PQFU nach P,Q,F U, 
projiziert, wo U der Schnittpunkt von PQ, U, der 
Schnittpunkt von P,Q, mit C,C, und F der ge- 
meinsame Punkt von g,g, und gyist. Projizieren 
wir direkt vom Schnittpunkt C, von P P, und 
QQ, aus g nach gy, so mu, da hierbei auch 
PQF in P,Q,F iibergehen, nach dem Fun- 
damentalsatz der projektiven Geometrie auch U in U, itibergehen, 
dairiC,.C., GC, legen aut, emer Geraden- 

b) Satz von Pascal: Zum Beweise aus dem Fundamentalsatz der 
projektiven Geometrie braucht man nur den tiblichen Beweis des Pascal- 
schen Satzes fiir Kegelschnitte+) auf unseren Fall zu iibertragen, wo die 
6 Ecken abwechselnd auf zwei Geraden liegen. Also auch der Funda- 
mentalsatz geniigt zur Algebratsierung der projektiven Geometrie. 

8. Der Desarguessche Satz ist eine direkte 
Folge des Pascalschen Satzes |Hessenberg*)]. 
Wir geben hier nur den besonders einfachen 
Beweis mit Hilfe des Parallelenpostulats 
(Fig. 41). 

Woraussetzune 210524, Bee = 1,2; 3) 
liegen je auf einer Geraden; A,A,|| B, B, 
und A,A,|| B,B,. Wir schneiden die Par- 
allele znO A, durch A, mit B,B, nL. LB, 
trifft A,A, in N. Nun ist ONA,LB,B, 
ein Pascalsches Sechseck. Folglich ist wegen 
Voraussetzung und Konstruktion ON || L B, || A,A;. Auch NM A,A,A,0 
ist ein Pascalsches Sechseck. Folglich ist NM || A,A,. Endlich ist 
auch ONMLB,By, ein Pascalsches Sechseck. Folglich ist, weil nach 
dem Vorhergehenden ON || B, B, und ML || OB, ist, auch NM || BBs. 
Also nach der vorher erwiesenen Parallelitat auch A,A, || B,B;, was 
zu beweisen war. 


1) S. z. B. Enriques (Fleischer): Vorles. iiber proj. Geometrie. Leipzig 1903. 
2) Math. Ann. Bd. 61. 1905. 
15* 
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Die Kommutativitat der Schiebungen auf einer Geraden folgt aus 
dem Desarguesschen Satz, namlich aus den einfachsten Eigenschaften 
der zentralen Kollineationen, wie wir oben mit Hilfe der Zerlegung einer 
Schiebung in zwei Schiebungen erkannten. Am klarsten erkennt man 
die Ableitung aus dem Desarguesschen Satz, wenn man die Figur fiir 
die Kommutativitat dieser Schiebungen direkt betrachtet (s. Fig. 42). 
Hier ist folgendes vorausgesetzt: S, = Spp, = So+0, = Sp,>p, 
So = Sp>p,=So+0, Also S,S,=Sp,,p,. Es wird behauptet, daf 
S, = Sp,-yp, ist. Schneiden sich QP, undQ, P, in L, Q,P, und Q;P, 
in M, dann sind sowohl die Dreiecke 0 LQ, und P,M P, wie die Dreiecke 
Q,MQ, und P,L P, jeweils perspektiv. Also schneiden sich QP;, LM, 
Q,P2, QP; in einem Punkte O. Folglich sind die Dreiecke QL P, und 
P,M0O, =perspektiv und QP, |Q;P,,..also’ auch “Sp pp =="Soe-9. 
= Sp,+p, wie behauptet wurde. 

Q O1 0» Der Desarguessche Satz wird also dreimal 


~ bei dem Beweise angewandt, aber diese Figur 

Wow, besteht auch in einer speziellen Pascalschen 

Figur, namlich derjenigen, bei welcher die Ge- 

LX IN rade, auf der sich die drei Paare der gegeniiber- 

p 2 2 2 liegenden Seiten des Sechsecks schneiden, durch 

Fig. 42. den Schnittpunkt der beiden Geraden hindurch 

geht, auf welchen die Ecken des Sechsecks 

liegen. Also folgt aus dem Pascalschen sofort diese einfache Folgerung 

aus dem Desarguesschen Satz. Aber auch der Desarguessche Satz selbst 

folgt, wie wir jetzt gesehen haben, aus dem Pascalzchen Satz, der bei 
dem obigen Beweise wiederum dreimal angewandt wird. 

Aus dem Pascalschen Satz oder aus dem Fundamentalsatz der pro- 
jektiven Geometrie folgt die Algebraisierung der ebenen projektiven 
Geometrie unter Benutzung der Grundsatze der Verkniipfung. Der 
Pascalsche Satz ist aber vom systematischen Standpunkt aus sehr viel 
einfacher als der Fundamentalsatz, jedenfalls in dessen allgemeinster 
Form: jede projektive Beziehung der Punkte einer Geraden auf sich 
selbst ist durch zwei entsprechende Punkttripel festgelegt. Denn bei 
dem Beweise miissen wir die Anzahl der die projektive Beziehung er- 
zeugenden Projektionen als beliebig annehmen und benutzen notwendiger- 
weise das Verfahren der vollstandigen Induktion, das, wie wir spater 
sehen werden, das wesentliche Merkmal einer ,,héheren‘‘ Mathematik 
ist. Fir die Ableitung des Pascalschen und Desarguesschen Satzes 
brauchen wir freilich den Fundamentalsatz nur in speziellerer Form, 

etwa fiir durch 3 Projektionen erzeugte Projektivitaten. 
In nachstehendem Schema werden die Resultate dieses Paragraphen 
veranschaulicht?), 


') Die Bedeutung des Fundamentalsatzes ist wohl zuerst von v. Staudt (s. 0 
Anm.’)S.209) klar ausgesprochen. Die Bedeutung des Desarguesschen und Pascalschen 
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Fig. 43. 


§ 3. Beweis der grundlegenden Satze der projektiven 
Geometrie. 


Der Desarguessche Satz iiber perspektive Dreiecke folgt in einfacher 
Weise durch Projektion aus dem Raum (s. S. 74). Eine Folge des Desar- 
guesschen Satzes sind weiter die Satze iiber die Konstruktion des vierten 
harmonischen Punktes durch das vollstandige Vierseit. 

Fiir die durchaus der heutigen Mathematik angehérenden Begriindung 
der projektiven Geometrie und durch diese der Geometrie iiberhaupt 
(nach §1 dieses Kap.), wie wir sie im vorigen Paragraphen entwickelt 
haben, geniigt aber der Desarguessche Satz nicht. Es muf deswegen 
etwa der Pascalsche Satz bewiesen werden, und zwar ohne Stetigkeits- 
voraussetzungen. Denn mit Stetigkeitsvoraussetzungen gibt ja die Kon- 
struktion des Mébiusschen Netzes und die Einschaltung der irrationalen 
Punkte den weitaus bequemsten und natiirlichsten Weg zur Begriindung 
der projektiven Geometrie. Der Beweis des Pascalschen Satzes ohne 
Stetigkeit wurde zuerst von F. Schur auf Grund der Voraussetzungen 
tiber das beschrankte Raumstiick (also ohne Parallelenpostulat) ge- 


Satzes ist zuerst in dem Vortrag von H. Wiener (1891, Jahresber. d. deutsch. Math. 
Ver. 1892) formuliert worden. Die Streckenrechnung auf Grund des Desarguesschen 
Satzes ist von Hilbert, Grundl. d. Geom., 1899 (5. Aufl. 1922) entwickelt worden, 
vereinfacht von Hessenberg, Acta Math. Bd. 29. Die den Konstruktionen im Text 
zugrunde liegende Idee, mit den ,,isomorphen“ Abbildungen der Gruppe der 
Parallelverschiebungen auf sich durch Dehnungen zu operieren, stammt von Schwan, 
Math. Zeitschr. Bd. 3. Den konsequent gruppentheoretischen Standpunkt von 
Schwan konnten wir hier aus didaktischen Griimden nicht einnehmen. 


230. II. Grundlegung der projektiven Geometrie. 


geben (1898)!). Dieser Beweis beruht auf einer schénen und einfachen 
Idee von Dandelin®), die in derselben Arbeit dargestellt wird, in der 
auch die beriihmte Ableitung der Brennpunkte von Kegelschnitten durch 
die dem Kegel oder dem einschaligen Hyperboloid einbeschriebenen 
Kugeln veréffentlicht wurde (1824/25). Dandelin leitet zunachst die 
Eigenschaften der Geraden auf einem einschaligen Hyperboloid ab, 
das durch Rotation einer Geraden um eine zu ihr windschiefe Achse ent- 
steht. Die Geraden auf dem Hyperboloid zerfallen in zwei Scharen, 
durch jeden Flachenpunkt geht eine Gerade der einen und eine 
Gerade der andern Schar. Zwei Geraden derselben Schar sind wind- 
schief. Je zwei Geraden, die verschiedenen Scharen angehéren, schneiden 
sich. Dann betrachtet Dandelin eine geradliniges, raumliches Sechs- 
eck auf dem Hyperboloid, dessen Seiten 
abwechselnd der einen und der anderen 
Schar angehéren. Er nennt ein solches 
Sechseck nach dem Vorgang von Pascal 
,Hexagramme mystique’. Von diesem 
zeigt er folgendes: Seien die Seiten, wie 
sie auf dem Sechseck aufeinander folgen, 
mit a,b;a,b,a,b, bezeichnet. Es gehéren 
also die a,dereinen Schar, die 6; der anderen 
Schar an. Gegeniiberliegende Seiten, etwa 
Fig. 44. a, und b,, liegen in einer Ebene, ebenso 

a, und b,. Diese Ebenen (a,, 6,) und (ag, 05) 

schneiden sich auf einer Hauptdiagonalen des Sechsecks, ebenso die 
Ebenen (ay, b,) und (a3, b3). Die beiden Diagonalen schneiden sich in 
einem Punkt C, der der gemeinsame Punkt der Ebenen (a,, 0,) und (a,,0,) 
und (a3, 63) ist. Durch C muB auch die dritte Diagonale gehen, die alle 
gemeinsamen Punkte der Ebenen (a3, 63) und (a,, 6,) enthalt. Anders 
ausgedriickt: Die Hauptdiagonalen (Verbindungslinien gegeniiberliegen- 
der Punkte) sind die Kanten der raumlichen Ecke, die von den drei 
Ebenen (a, 0,), (4, 02) und (a3, bs) gebildet wird. Vollkommen ent- 
sprechend (raumlich dual) gilt: Die Schnittlinien ,,gegeniiberliegender 
Ebenen", namlich (a@,, 63) und (6,, a) sowie (a), b,) und (bg, a,), endlich 
(a3 b,) und (b;, ay), sind die Seiten des Dreiecks, das von den drei Schnitt- 
punkten gegentiberliegender Seiten gebildet wird, und liegen also in 
einer Ebene y. Hat man nun irgendeine Schnittkurve des Hyperboloids 
mit einer Ebene ¢ und sechs Punkte auf ihr (Fig. 44), A, B, A,B, A,B, 
dann konstruieren wir durch die Punkte A; Geraden a; der einen Schar 
und durch die Punkte B; Geraden b; der anderen Schar. Dadurch er- 
halten wir ein dem ebenen Sechseck umbeschriebenes hexagramme my- 
stique. Die Schnittlinie der Ebenen (a,, b3) und (b,, a3) geht durch den 


*) Math. Ann. Bd. 51. 1899. ?) Annales de Gergonne Bd. 15. 
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Schnittpunkt von A, B, und B, Ag. Dieser liegt also auf der Schnittlinie g 
von y und €. Auf g schneiden sich ebenso auch A,B, und B,A, sowie 
auch A,B, und B,A,: Liegen die Ecken eines ebenen Sechsecks auf einem 
einschaligen Hyperboloid, dann schneiden sich gegentiberliegende Seiten 
auf einer Geraden (d. i. im wesentlichen der allgemeine Pascalsche Satz). 
Fiir den Fall, daB ¢ das Hyperboloid in einem Paar von Geraden a und b, 
je einer Geraden der beiden Scharen von Erzeugenden, schneidet, 
haben wir noch eine besondere Bedingung fiir das Sechseck, damit keine 
von den Sechsecksseiten mit a oder b zusammenfallt, namlich die Ecken 
mitissen abwechselnd auf den beiden Geraden liegen, etwa die Ecken A; 
auf der Geraden b, die Ecken B; auf der Geraden a. Im iibrigen ist der 
Beweis genau derselbe. 

Damit haben wir den Pascalschen Satz ahnlich wie bei dem bekannten 
Beweis des Desarguesschen Satzes aus einer raumlichen Konstruktion 
gewonnen. Wir sehen aus dem Dandelinschen Beweis, daB der Pascalsche 
Satz eine unmittelbare Folge des Satzes ist: Gegeben zwei sich schnei- 
dende Geraden a und 0, auf 6 die Punkte A, A, A, und auf a die Punkte 
B,B,B,. Dann kann man drei Geraden a, durch die Punkte A; und drei 
Geraden 6, durch die Punkte B,, so legen, daB jedes a, jedes b, schneidet, 
dagegen keine Gerade a; eine Gerade a; oder a, ebenso keine Gerade 6, 
eine Gerade b, oder b. 

F. Schur hat nun gezeigt, daB in der Tat jedes Geradenpaar solchen 
Systemen von acht Geraden angehért, wenn wir fiir den Raum die iib- 
lichen Voraussetzungen tiber die Eigenschaften der Bewegungen machen. 
Wir machen folgende Uberlegungen: 

1. Zwei einander schneidende Geraden a und 0 gehen durch eine 
Spiegelung an einer Ebene (der ,,Medianebene“) in sich tiber und zwei 
durch Spiegelung ineinander tibergehende Geraden schneiden sich (in 
einem eigentlichen oder uneigentlichen Punkt). 2. Geht die Gerade } 
aus der Geraden a durch Drehung um d hervor, und schneiden a und 6 
d nicht, liegen auch nicht in einer zu d senkrechten Ebene, dann sind 
a und 6 windschief. In der Tat: bei der Drehung um d gehen alle und nur 
die Punkte von d in sich iiber, ferner gehen alle und nur die zu d senk- 
rechten Ebenen in sich iiber. Also geht unter unseren Voraussetzungen 
kein Punkt P von a in sich oder einen andern Punkt Q von a iiber. 
Denn im ersten Fall wiirde der Punkt P von a auf d liegen, im letzteren 
Falle die Gerade PQ oder a auf einer zu dsenkrechten Ebene liegen. 3. Eine 
ungerade Anzahl aufeinander folgender Spiegelungen an Ebenen durch 
eine feste Achse d ergibt wieder eine Spiegelung an einer Ebene durch d. 
Eine gerade Anzahl von solchen Spiegelungen ergibt eine Drehung 
um d. 4. Auf der Medianebene der sich schneidenden Geraden a und 6 
nehmen wir eine Geraded, die nicht durch den Schnittpunkt von a 
und 0 geht, noch auf dieser Ebene senkrecht steht. Sind dann A, A, A; 
drei Punkte auf 6, B,B,B, drei Punkte auf a, dann konstruieren 
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wir die Geraden a, durch Spiegelung von b an der Ebene durch A; und d, 
die Geraden 6, durch Spiegelung von aan der Ebene durch 6, und d. 
Zwei Geraden a; oder a gehen dann nach 3. aus einander durch Drehung 
um d hervor, ebenso zwei Geraden 0; oder b. Dagegen geht eine Gerade a; 
aus 5, durch Spiegelung an einer Ebene durch d hervor. Aus unseren 
Konstruktionsvoraussetzungen 

folgt, daB a; und b, emen Punkt 
gemeinsam haben, dagegen die 
sdmtlichen Geraden a; und a sowie 
die samtlichen Geraden 0, und b 
je ein System windschiefer Ge- 
raden bilden. Damit ist die Grund- 
lage fiir den Dandelinschen Beweis 
des Pascalschen Satzes als vor- 
handen nachgewiesen (s, Fig.45, in 
der das Dandelinsche hexagramme mystique besonders hervorgehoben ist). 

Durch diese Betrachtungen wurde zum erstenmal die analytische 
Geometrie unabhiangig von der Stetigkeit und sogar auch unabhangig vom 
Parallelenpostulat begriindet. Jetzt konnte man wirklich sagen, ,,Euclides 
ab omni naevo vindicatus‘‘, wie einst Saccheri sein Buch, mit dem ein 
Anfang fiir diese ganze Entwicklung gemacht wurde, betitelte. Die 
beiden ,,Flecken auf dem herrlichen Leib der Geometrie‘‘, von 
denen schon der englische Mathematiker H. Savile 1621 gesprochen 
hatte, die Benutzung des Parallelenpostulats bereits am Anfang 
der Begriindung der Geometrie, die Benutzung der Stetigkeit fiir 
die Begriindung der Proportionenlehre sind getilgt. Aber welch 
ein Weg: Zuerst Erweiterung des Raumes durch die idealen Ele- 
mente (§1 bis §8 des Hauptteiles), dann Entwicklung der einfachsten 
Folgerungen aus den Voraussetzungen tiber Bewegungen in der Ebene, 
wie im ersten Buche Euklids, und iiber raumliche Dinge, wie im 
11. Buche Euklids; dann Beweis des Pascalschen Satzes sowie des 
Desarguesschen Satzes aus ersterem oder direkt; dann nach § 2 II die 
Entwicklung der projektiven Geometrie mit erheblicher Vereinfachung 
dadurch, daB bei Voranstellung des Pascalschen Satzes von vornherein 
die Kommutativitat fiir die Multiplikation der DehnungsgréBen be- 
nutzt werden kann; dann endlich wie in §1 die Einordnung der all- 
gemeinen metrischen Geometrie in die projektive Geometrie. Man sieht 
bei Betrachtung dieses langen Weges, welche Macht die Voraussetzung 
der Stetigkeit etwa in der Form des Archimedischen Postulats wie in 
§ 2 I, sowie auch die Voraussetzung des Parallelenpostulats fiir die Ver- 
kiirzung des Weges besitzen. Denn mit dem Parallelenpostulat la8t sich 
§2 II und auch §1 sehr viel einfacher gestalten und auch der Beweis 
des Pascalschen Satzes kann in einfacher Weise gleich in der Ebene 
gefiihrt werden. Da dies fiir die Begriindung der gewohnlichen Geome- 


Fig. 45. 
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trie von grof8er Wichtigkeit ist, geben wir hierfiir im folgenden zwei 
verschiedene Beweisanordnungen. 

Der erste Beweis ist den Grundlagen von Hilbert (Kap. II, § 14) 
entnommen, der zweite schlieBt sich den Betrachtungen von Kupffer!) 
an, der zuerst den Versuch gemacht hat, die Proportionenlehre unab- 
hangig vom Parallelenpostulat zu begriinden. Der erste Beweis er- 
ledigt den Pascalschen Satz mit einem Schlag. Der zweite Beweis 
ist so gegliedert, daB jeder Schritt einfach erscheint. Beide Beweise 
benutzen wesentlich den Satz vom Peripheriewinkel (oder, was dasselbe 
ist, den Satz tiber die Winkel im Kreisviereck), wahrend ein einfacher 
Beweis von Schur?) den Satz vom Schnittpunkt der Dreieckshéhen 
benutzt. Der Peripheriewinkelsatz ist eine einfache Folgerung aus dem 
Satz, daB der AuSenwinkel gleich der Summe der nicht anliegenden 
Winkel ist und dem 
Satz tiber das gleich- 
schenklige Dreieck. 
BeideBeweise behan- 
deln nur die Figur, 
bei der die gegen- 
iiberliegenden Seiten 
parallel sind, woraus 
die allgemeine Figur 
durch _Perspektive 
(zentrale Kollinea- 
tion) erzeugt werden 
kann. 

Erster Beweis (Fig. 
46): Voraussetzung: 
Ai Baas b,, A, Bs\|\ AsB,, wo die Punkte A,A,A, sowie die 
Punkte B,B,B, je auf einer Geraden durch O liegen. Behauptung: 
A,B, || A, By. Zum Beweise konstruieren wir auf OB; den Punkt C so, 
daB x OCA, = XOA,B, ist. Dann liegen A,A,C B, auf einem Kreis, 
also ist 4 OA3C =X OB,A,. Andererseits ist nach Voraussetzung auch 
<X OA,B,= < OA,B,= X OCAg, also liegen A, A,C B, auf einem Kreis 
und es ist ~OCA,= <OA,B, = (nach 
Voraussetzung) x OA,B,. Also liegen auch 
A,A,C B, auf einem Kreis. Es ist demnach 
4 0B,A,= < OA,C = (nach dem Obigen) 
XOB,A,. Also ist, wie zu beweisen war, Be 
A,B, || A,B. 

Zweiter Beweis: 1. (Fig. 47) Liegen A, ; 
und A, auf dem einen Schenkel eines Winkels mit dem ScheitelO, By 


1) Sitzungsber. d. Dorpater Naturforscherges. 1893, S. 376ff. 
2) Math. Ann. Bd. 57. 1903. 
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und B, auf dem anderen Schenkel und ist A,B, || A,B,, dann ist auch 
A,B,’ || A,B,', wo B,' und B,’ auf der Verlangerung von O B, B, tiber 
O hinaus liegen und OB,’ = OB, und OB,’ = OB, ist. 

Dieser Satz folgt, wie man der Figur entnimmt, unmittelbar aus 
den bekannten Sidtzen iiber die Diagonalen im Parallelogramm. 

2. Spezialisierter Pascalscher Satz (Vertauschung der inneren Glie- 
der einer Proportion) (s. Fig 48). Die Voraussetzungen sind dieselben 
wie beim ersten Beweis, aber auBerdem OA, = OB, und also auch 
OA, =OB,, d. i. eine Seitenrichtung ist senkrecht zu einer Symmetrie- 
linie des Geradenpaares. id 

Auf der Verlangerung von OA, tiber O tragen wir OB;=OBz ab, 
auf der Verlangerung von OB, tragen wir OA, = OA, ab. 


Aus der Kongruenz der Drei- 
ecke OA,B, und OA,Bz folgt, 
daB* = OA,B, = OA, be 
(nach Voraussetzung) (OA, By, 
ist. Also liegen A,B,B,A, auf 
einem Kreis und der Winkel 
OB,B, ist gleich dem Winkel 
OA,A;. Tragt man also auf 
einem Schenkel des zum Winkel 
A,0 A, gehérenden Nebenwinkels A,O B, die Strecken OB, =O A, und 
O A, =OA,, auf dem andern Schenkel die Strecken O B, undO A,=O B, 
ab, dann sind (nach 1.) die Verbindungslinien A, B, und A,B, parallel, 
was bewiesen werden sollte. 

3. Durch Perspektivitat (speziell Affinitat d.i. zentrale Kollineation 
mit unendlich fernem Zentrum) geht die allgemeine, in Hilberts Beweis 
behandelte Figur des Pascalschen Satzes in die spezielle in 2. be- 
handelte tiber. (Man nehme etwa OA; als Achse und B, B,' als entspre- 
chendes Punktepaar der Affinitat, wo OA 1 = OB,’ ist.) DaB bei einer 
Affinitat parallele Geraden wieder in parallele Geraden iibergehen, 
ist eine einfache Folge aus dem Desarguesschen Satz. 

Ein Nachteil des zweiten Beweises ist die Benutzung des Desar- 
guesschen Satzes fiir die Erledigung des allgemeinen Falles. Um diesen 
einfach abzuleiten, braucht man raumliche Betrachtungen. Eine voll- 
standig befriedigende Begriindung der Proportionenlehre fiir den Schul- 
unterricht scheint bisher nicht gegeben zu sein}). 

Mit Hilfe des Pascalschen Satzes begriindet Hilbert die analyti- 
sche Geometrie in der Euklidischen Ebene ohne Zuhilfenahme des 
Raumes. Dies benutzte Dehn?) zu einer neuen Begriindung der Bolyai- 


By 


A3 


Fig. 48. 


1) Eine recht einfache Ableitung gibt A. Kneser: Arch. f. Math. 3. Reihe, Bd. 2; 
ferner Mollerup: Math. Ann. Bd. 56. 
?) Math. Ann. Bd. 53. 1900. 
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Lobatschewskyjschen Geometrie, indem er in der allgemeinen Geometrie 
die Euklidische Geometrie als Bildgeometrie (,,Pseudogeometrie“) kon- 
struierte. Mit deren Hilfe konnte dann nach Hilbert die analytische 
projektive Geometrie begriindet werden, in die sich dann die Nicht- 
euklidische Geometrie ,,einordnen“ laBt (s. 0. S. 212). 

Im weiteren bemiihte man sich, bei der Begriindung der ebenen 
Geometrie nicht nur das Parallelenpostulat, sondern auch alle raumlichen 
Betrachtungen auszuschalten. Das gelang zundchst nur unter Voraus- 
setzungen tiber die Gesamtebene. Hilbert!) begriindet die Bolyai- 
Lobatschewskij sche Geometrie, indem er den Satz: Durch jeden Punkt P 
der Ebene auSerhalb einer Geraden a gehen zwei Geraden a, und ag, 
die die a schneidenden Geraden durch P und die a nicht schneidenden 
Geraden durch P voneinander trennen (also die Existenz der Bolyai- 
Lobatschewsky schen ,,Parallelen“ s. S. 195), als giiltig voraussetzt. Diese 
Voraussetzung hat dadurch eine besondere Bedeutung, daB8 sie die 
Existenz von Geraden bedeutet, deren Gleichung in bezug auf ein ratio- 
nales Netz Koeffizienten besitzt, die ihrerseits quadratischen Glei- 
chungen geniigen. Weiterhin begriindete Hessenberg?) die vollstandige 
Riemannsche Geometrie, indem er voraussetzte, daB je zwei Geraden 
einen und nur einen Punkt gemeinsam haben, oder die Geometrie auf 
der Kugel mit Hilfe entsprechender Voraussetzungen. Endlich gelang 
es Hjelmslev*), die allgemeine ebene Geometrie ohne irgendwelche be- 
sondere Voraussetzungen iiber die Gesamtebene zu begriinden. 

Die Schwierigkeit bei all diesen Begriindungen beruht darauf, daB 
bei Voraussetzung des Raumes ohne weiteres der Desarguessche Satz 
gilt: wir haben ja gesehen, welche groBe Rolle dieser Satz fiir die Ent- 
wicklung der Rechnung mit Streckenverhiltnissen spielt. Aber er hat, 
wie wir im ersten Paragraphen sahen, noch die besondere Rolle, unmittel- 
bar die Einfiihrung der uneigentlichen Punkte und Geraden zu ermég- 
lichen. Die Giiltigkeit des Desarguesschen Satzes in der Ebene ist dite 
notwendige und hinreichende Bedingung dafiir, daB die Ebene als Teal 
des Raumes aufgefaBt werden kann*). In der Tat, die Notwendigkeit 
ergibt sich schon daraus, daB der Desarguessche Satz aus der Giiltigkeit 
der raumlichen Grundsatze der Verkniipfung von Punkten, Ebenen und 
Geraden fiir die Ebene folgt. DaB8 die Bedingung auch hinreichend ist, 
folgt so: nachdem wir auf Grund des Desarguesschen Satzes in der 
Ebene die uneigentlichen Punkte und Geraden eingefiihrt haben, kon- 
struieren wir nach der Methode des vorigen Paragraphen eine ebene 
analytische Geometrie, in der fiir die Koordinaten die Rechnungsregeln 
mit Ausnahme des kommutativen Gesetzes der Multiplikation giiltig 


1) Math. Ann. Bd. 57. 1903. Grundl. d. Geom. Anhang III. 
2) Math. Ann. Bd. 61. 1905. *) Math. Ann. Bd. 64. 1907. 
4) Hilbert: Grundl. Kap. V, § 30. 
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sind und die Gleichung einer Geraden eine lineare Gleichung zwischen 
den Koordinaten ist. Denken wir uns nun einem Punkt P mit den Koor- 
dinaten « und y noch eine weitere dritte DehnungsgréBe z zugeordnet, 
so wollen wir die aus P(x, y) und z bestehende Gesamtheit als das Bild 
eines Raumpunktes bezeichnen. Eine lineare Beziehung zwischen den 
Koordinaten x, y und der ,,Raumkoordinate“ (,,Kote) z nennen wir 
eine Ebene. Wir sagen: die Raumpunkte liegen auf einer Geraden, 
wenn ihre Koordinaten zwei voneinander linear unabhangigen Glei- 
chungen gentigen. Mit Hilfe der Rechnungsregeln erkennt man dann 
leicht, daB in diesem Bilde (einer Art darstellender Geometrie, Héhen- 
schichtkarte) alle Verkniipfungsregeln fiir die Raumelemente, Punkte, 
Ebenen und Geraden erfiillt sind. Auch die Anordnungsgrundsatze 
lassen sich leicht durch geeignete Definitionen befriedigen. Auf der 
Ebene z= 0 erhalten wir wieder unsere urspriingliche Geometrie. 
Also ist in der Tat wegen der Giiltigkeit des Desarguesschen Satzes 
méglich, die ebene Geometrie zu einer Raumgeometrie zu erweitern. 

Die Nichtbenutzung des Raumes bei der Begriindung ist zunachst 
wegerschwerend, weil die uneigentlichen Punkte nicht ohne weiteres 
eingefiihrt werden kénnen. Diese Schwierigkeit wird gemildert durch 
Hilberts Voraussetzung iiber die Parallelenexistenz und ganz fortge- 
schafft durch Hessenbergs Annahme, daB alle Punkte eigentliche Punkte 
sind, daB je zwei Geraden sich in einem (resp. in zwei) Punkten schneiden. 
Hjelmslev kommt ohne irgendwelche solche Voraussetzung aus. Eine 
zweite sehr wesentliche Schwierigkeit ist die, daB der Desarguessche 
Satz nicht direkt abgeleitet werden kann. Diese Schwierigkeit wird 
sehr erleichtert durch Hessenbergs Entdeckung, da der Desarguessche 
Satz eine unmittelbare Folge des Pascalschen ist (s. 0. S. 227). 

Mit dem Ayelmslevschen Resultat haben wir den héchsten Punkt be- 
zeichnet, den die moderne Mathematik iiber Ewklid hinausgehend in 
der Begriindung der Elementargeometrie erreicht hat: in der Ebene, mit 
Voraussetzungen nuriiber einen beschrankten Teil der Ebene, ohne Stetig- 
keit ist die analytische Geometrie zu begriinden. Freilich ist die Begriin- 
dung recht umstandlich, so daB wir die Hjelmslevsche Entwicklung hier 
nicht darstellen wollen. Es ist zu hoffen, daB man auch bei diesem Teil 
der Begriindung der projektiven Geometrie wenigstens so weit klar 
die Zusammenfiigung der Voraussetzungen wird erkennen kénnen, wie 
etwa bei der Ableitung der Rechnung mit Dehnungsgréf8en im vorigen 
Paragraphen. 

Es mu8 aber bemerkt werden, daB alle diese Beweise nur durch eine 
etwas willkiirliche Festsetzung sich vollstandig in der ebenen Geo- 
metrie bewegen. Denn sie machen den ausgiebigsten Gebrauch von den 
Spiegelungen an einer Geraden. Diese Spiegelung an einer Geraden 
ist aber nur durch eine véwmliche Bewegung, Drehung der Ebene um 
die Achse um einen gestreckten Winkel geometrisch zu realisieren. 
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Da8 diese Voraussetzung sehr wichtig ist, ergibt sich aus einer eindrin- 
genden Untersuchung von Hilbert iiber die Stellung des Satzes vom gleich- 
schenkligen Dreieck im Aufbau der ebenen Geometrie!). 


§ 4. Die Form der Satze der projektiven Geometrie. 
Das Dualitatstheorem. 


Wenn wir, wie im § 3, die geometrischen Verkniipfungen durch al- 
gebraische Verkniipfungen dargestellt haben, so entspricht jedem geo- 
metrischen Satz eine algebraische Beziehung. Umgekehrt stellt aber 
auch jede algebraische Beziehung einen geometrischen Satz dar, wenn 
wir die in den algebraischen Beziehungen vorkommenden Symbole als 
DehnungsgréBen, die algebraischen Verkniipfungen als geometrische 
Verkntipfungen dieser Dehnungsgréfen auffassen. Da bei der Defi- 
nition und Verkniipfung von DehnungsgréBen nur die Operationen des 
Verbindens von Punkten und Schneidens von Geraden benutzt werden, 
so stellt ein jeder solcher Satz einen Schnittpunktssatz dar. Mit Hilfe 
unserer Koordinateneinfiihrung kénnen wir einem solchen Satz noch 
eine besonders einfache Form geben: Die Koeffizienten a und 6 in der 
Gleichung einer Geraden 

Ot Aa by ead 
gentigen der Beziehung 
aa,+6b,=1, 


falls die Gerade durch den Punkt (a, b,) hindurchgeht und umgekehrt 
geht die Gerade durch den Punkt (a,, 0,) hindurch, falls diese Bedingung 
erfiillt ist. Daraus folgt, daB wir dem allgemeinsten Schnittpunktssatz 
die Form geben kénnen: Aus dem System von Beziehungen zwischen 
den Paaren von DehnungsgrdBen 4, 01; @g, bg;..... 


A: \an, Ant + On, Gy aatlys il RRS 
folgen die Beziehungen: 
\B: Deda cO yt Um) oly ee ras LOE 


In A und B kommen gerade soviel verschiedene Gréfen a, und gerade 
soviel verschiedene GréBen 6, vor, wie die Gesamtanzahl von Geraden 
und Punkten betragt, die in dem Schnittpunktssatz vorkommen. 
Die Anzahl der Beziehungen in A und B ist gleich der Anzahl der in 
dem Satz vorkommenden Geraden, jede so oft gezahlt, wie Punkte 
auf ihr liegen (oder, was dasselbe ist, gleich der Anzahl der Punkte 
jeder so oft gezdhlt, als Geraden durch ihn hindurchgehen). Z. B. 
kommen im Desarguesschen Satz 10 Punkte und 10 Gerade vor, auf 


1) Proceed. Lond. math. Soc. Bd. 35 = Grundl. Anhang II. 
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jeder Geraden liegen 3 Punkte. In der algebraischen Darstellung folgt 
also aus 29 Beziehungen zwischen 20 GréBen a; und 20 GréBen 0; die 
30. Beziehung. Beim Pascalschen Satz folgt aus 26 Beziehungen zwi- 
schen 18 GréBen a; und 18 GréBen b,; die 27. Beziehung. 

Beide Satze zeigen eine sehr merkwiirdige Struktur: Wenn man 
in ihren Aussagen fiir die Verkniipfung von Punkt und Gerade das Wort 
,vereinigte Lage‘‘ gebraucht, dann gehen diese Satze durch Vertau- 
schung der Worte ,,Punkt‘‘ und ,,Gerade“ in sich iiber, d. i., die Reihen- 
folge der Worte in der Aussage wird verandert, ohne da8 der Sinn der 
Aussage eine Anderung erfaéhrt. Man sagt: der Desarguessche und der 
Pascalsche Satz sind mit sich selbst veziprok. Die Satze der projektiven 
Geometrie haben im allgemeinen nicht diese Form. So z. B. ist der spe- 
zielle Pascalsche Satz, der gleichbedeutend mit der Kommutativitat der 
Addition von DehnungsgréBen ist, nicht mit sich selbst reziprok. 

Den speziellen Pascalschen Satz erkannten wir oben als Folge aus. 
dem Desarguesschen Satz. Aber auch der zu ihm reziproke Satz ist mit 
Hilfe des Desarguesschen Satzes zu beweisen. Das kann man ohne 
weiteres so einsehen: alle Satze, die wir zum Beweise des speziellen 
Pascalschen Satzes brauchten — Desarguesscher Satz und die Verkniip- 
fungssatze in der Ebene — gehen bei jener Vertauschung Punkt — Ge- 
rade in sich iiber. Also mu8 mit denselben Hilfsmitteln auch der zum. 
speziellen Pascalschen Satz reziproke Satz bewiesen werden ké6nnen.. 
Denselben SchluB kénnen wir bei jedem Satz der projektiven Geo- 
metrie machen; denn zu seinem Beweis brauchen wir ja, wie wir oben 
sahen, nur den Desarguesschen und Pascalschen Satz, die beide mit 
sich selbst reziprok sind. Wir haben damit das Dualitatstheorem fiir die- 
Ebene bewiesen: Jeder Satz der ebenen, projektiven Geometrie, in 
dem nur von Punkten und Geraden und ihrer vereinigten Lage die Rede: 
ist, bleibt bei Vertauschung der Worte ,,Punkt“‘ und ,,Gerade“ richtig). 

Das Dualitatstheorem ist zuerst von Poncelet ausgesprochen. Unser 
Beweis entspricht dem Gedankengang von Gergonne*), dessen Darstel- 
lung freilich durchaus unvollkommen ist, weil in ihr die Hilfsmittel bei 
den Beweisen in der projektiven Geometrie nicht klar zum Ausdruck 
kommen. Poncelet hat das Dualitatstheorem auf Grund einer eindeu-- 
tigen Zuordnung der Punkte und Geraden der Ebene zueinander, bei 
der die vereinigte Lage erhalten bleibt, bewiesen. Eine solche Zuord-- 
nung bot sich Poncelet naturgemaB in der involutorischen Zuordnung im 
Polarsystem. Durch diese Konstruktion wird das Dualitdtstheorem in 
umfassenderer Form bewiesen. Denn jetzt kénnen wir es so aussprechen: 
Zu jeder aus Geraden und Punkten bestehenden Figur gibt es eine rezi-- 
proke. Damit ist mehr als vorher bewiesen. Denn es ist denkbar, daB. 


1) Vgl. Hauptteil, § 18. 
*) Vel. Poncelet: Traité. 2. Aufl. 1865/1866. Anhang. 
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es Schnittpunktssatze oder spezielle Figuren gibt, deren Existenz nicht 
auf Grund der Voraussetzungen abgeleitet werden kann}). 

Ein Polarsystem erhalten wir leicht mit Hilfe unseres Koordinaten- 
systems: wir ordnen den Punkt mit den Koordinaten a und 6 und die 
Gerade ax + by = 1 einander zu, den Nullpunkt und die unendlich ferne 
Gerade, den unendlich fernen Punkt auf der Geraden ax + by = 0 und 
die Gerade — bx + ay=0. Wir untersuchen jetzt die Wirkung der 
Zuordnung auf die vereinigte Lage: Es mége der Punkt P; = (a;, b,) 
auf der Geraden g mit der Gleichung ax + by = 1 liegen, d. i., es mége 
die Beziehung aa;+ bb, = 1 gelten. Dann geht die P,; entsprechende 
Gerade f; mit der Gleichung a; x + b;y = 1 durch den der Geraden g 
entsprechende Punkt (a, 0), falls a;a + b;b = 1 ist. Das ist eine Folge 
der angenommenen Beziehung zwischen der GréBe a, b, a;, b;, falls das 
Gesetz der Kommutativitaét der Multiplikation gilt: Die Existenz eines 
Polarsystems und damit das erweiterte Gesetz der Dualitdt ist eine di- 
vekte Folge des Gesetzes der Kommutativitat fiir die Multiplikation der 
DehnungsgriéBen. 

Es bleibt zu untersuchen: 1. folgt umgekehrt die Kommutativitat 
der Multiplikation aus der Existenz eines Polarsystems oder 2., wenn 
das nicht der Fall ist, folgt die Existenz des Polarsystems oder des Duali- 
tatstheorems schon auf Grund des Desarguesschen Satzes ? *) 

Aus der Form der Gleichung der Geraden in unserem Koordinaten- 
system folgt leicht, daB wir das Dualitatstheorem auch so aussprechen 
k6énnen: Jede identische Beziehung zwischen DehnungsgréBen gilt 
auch dann, wenn sie statt von links nach rechts, von rechts nach links 
gelesen wird. 


Drittes Kapitel. 
Die Stetigkeit. 


§ 1. 

Die Bedeutung der Stetigkeitsvoraussetzungen, speziell des Archi- 
medischen Postulats, fiir die Begriindung der Geometrie haben wir, 
besonders im vorigen Kapitel, mehrfach erkannt. Da diese Voraussetzun- 
gen aus den iibrigen grundlegenden Voraussetzungen folgen sollten, ist 
wohl bewuBt von keinem Mathematiker jemals angenommen. Denn das 
Archimedische Postulat z. B. ist ja von ganz anderem Charakter wie die 
iibrigen Voraussetzungen, in ihm kommt die unbestimmte ganze Zahl 
vor, die Forderung, da8 ein ProzeB nach einer endlichen Anzahl von 
Wiederholungen zum Ziele fithrt, etwa das Erschépfen einer Lange durch 
eine andere Linge. Man wird deswegen nicht erwarten, daB dieses 
Postulat eine Folge der iibrigen Voraussetzungen sei. Wenn man also 

1) Das kommt in Nichtarchimedischen Geometrien tatsachlich vor. Vel. Dehn: 


Math, Ann, Bd, 85. 1922. 
) Misdl IDATIS Gk, ch @} 
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im Anschlu8 an von Staudts Begriindung der projektiven Geometrie 
etwa den Fundamentalsatz oder die Einschaltung in das rationale Netz 
(Kap. 2, § 2) ohne ausdriickliche Formulierung des Stetigkeitspostulats 
abzuleiten versuchte, so geschah das nur, weil man die Empfindung hatte, 
daB eine solche Voraussetzung aus der ,,logischen Analyse“ des Begriffes 
vom Kontinuum sich mit Notwendigkeit ergabe. Ewklid nimmt hier eine 
mittlere Stellung ein. Zwar benutzt er im fiinften Buch bei der Ablei- 
tung der Rechnungsregeln fiir die Verhaltnisse (und zwar gerade fiir die 
Kommutativitat der Multiplikation), daB die ins Verhaltnis gesetzten 
Groen durch einander meBbar sind (s.0.S. 217). Aber nachher im sechsten 
Buch bei der Anwendung auf die Streckenverhaltnisse macht er nicht aus- 
driicklich die Voraussetzung, daB die Strecken und auch die Dreiecks- 
inhalte das Archimedische Postulat erfiillen. 

Wir haben oben den Euklidischen Wortlaut angegeben. Hier 
wollen wir noch die MeBbarkeitsvoraussetzung, wie sie bei Arvchimedes') 
gegeben wird, anfiihren: 

»léy dvicowy ywooiur tay bineooyar, & bueoéyer tO weiloy tov 
éldacovos, Ovvatoy siuey abtay Eavtd ovytideuevay mavtos bmEoéyEew TOD 
mooTEWEVTOS mETEGAGLEVOV yoo. 

Es soll méglich sein, den Uberschu8 des gréBeren von (zwei) 
ungleichen Stiicken tiber das kleinere durch Zusammensetzen mit sich 
selbst gréBer zu machen als jedes vorgegebene begrenzte Stiick.“ 

Archimedes betont ausdriicklich, daB er dieses Postulat voraus- 
setzt (daher hat es wohl auch seinen Namen bekommen) und er verteidigt 
die Benutzung damit, daB durch Hilfe dieses Postulates so wichtige 
Resultate erreicht seien, wie z. B. das vom Pyramideninhalt, Resultate, 
die ebenso richtig erschienen wie diejenigen, die ohne Benutzung dieses 
Postulates abgeleitet seien. Die gewéhnliche Proportionenlehre erwahnt 
er nicht, vielleicht weil die Hauptresultate ihrer Anwendung in den ersten 
Biichern von Euklid ohne Proportionslehre abgeleitet sind. So kommt es, 
da8B das Archimedische Postulat bei der Begriindung der Lehre von den 
Streckenverhaltnissen (resp. der projektiven Geometrie) vielleicht zum 
erstenmal ausdriicklich von Pasch vorausgesetzt wird. Die Euklidische 
Definition der Gleichheit von Verhaltnissen (s. 0. S. 217) ist wohl vielen 
Mathematikern kaum gegenwartig gewesen, als Dedekind sie fiir seine 
Begriindung der Theorie der Irrationalzahlen bei der Definition des 
, ochnittes“ zugrunde legte. 


§ 2. Nichtarchimedische Geometrien. 


Wenn man die Form der MeBbarkeitsdefinition bei Ewklid (s. 0. S. 217) 
betrachtet, kénnte man zunadchst daran denken, daB Euklid hierbei 


') In der Vorrede zur ,,Quadratur der Parabel’’ und ahnlich in der Vor- 
Tede zu den ,,Spirallinien“. 
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nur an die Homogenitatseigenschaft dachte, also daran, daB man mit 
einer Strecke eine andere Strecke, aber keinen Dreiecksinhalt erschopfen 
kann, u. 4. Aber wenn man beachtet, daB Ewklid (s. 0. S. 187) ausdriick- 
lich hervorhebt, daB es durch einander nicht meBbare Winkel gibt, 
dann wird man doch glauben miissen, da8 fiir Ewklid die Eigenschaft 
der gegenseitigen MeBbarkeit auch fiir GréBen gleicher Art, z. B. 
Strecken, nicht selbstverstandlich ist. 

Das Winkelsystem liefert uns in der Tat eine besonders einfache, 
Nichtarchimedische, d. i. das Archimedische Postulat nicht erfiillende, 
eindimensionale Geometrie. Wir betrachten alle Kurven mit endlicher 
Kriimmung @ durch einen Punkt, ihre Tangentenrichtung sei durch 
den Winkel « bestimmt. « und 9 zusammen bezeichnen wir als Indivi- 
duum unserer eindimensionalen Geometrie, also etwa als Punkt w = («, 0). 
Zwei solche Individuen sollen dann und nur dann gleich sein, wenn sie 
sowohl in der Richtung « wie in der Kriimmung @ iibereinstimmen. 
Es ist also («, @) dann und nur dann gleich («’, 0’), wenn e = 9’ ist und 
“und «’ sich nur um Vielfache von 2 7 unterscheiden. (% + «1, @ + @,) be- 
zeichnen wir als Summe w + @, von w = (a, @) und, = (a, @,). Eine 
Drehung (Schiebung) soll durch die Formel w’ = w + w, gegeben sein. 

Wenn wir aber eine zweidimensionale Nichtarchimedische Geometrie 
konstruieren wollen, so gentigt es, wie wir wissen, nicht, nur die Addition 
zu definieren, wir brauchen vielmehr ein komplizierteres Zahlsystem, in 
dem wir mindestens alle rationalen Operationen ausfiihren kénnen. Da- 
bei tritt nun eine neue Ideenbildung auf, die durch das Vorhergehende 
erst vorbereitet war. Die Bilder der Nichteuklidischen Geometrie (z. B. 
Cayleysche Ma8bestimmung) waren stets geometrisch, waren in der 
gewohnlichen Geometrie konstruiert. Wir haben aber immer wieder 
betont, daB das Ziel der geometrischen Analyse ist, diese selbst unndétig 
zu machen und ein vollstandig algebraisches Aquivalent fiir die geo- 
metrischen Beziehungen zu schaffen, die Geometrie zu algebraisieren. 
Das ist ein Problem, das uns im vorigen Kapitel ausfiihrlich beschaftigt 
hat. Es gelang uns, ein Zahlensystem zu finden, das alle geometrischen 
Voraussetzungen reprasentierte, d. i. ein Punkt war ein Paar von Grofen 
x und y, fiir deren Verkniipfung die gewéhnlichen Rechnungsregeln 
galten, eine gerade Linie wurde reprasentiert durch eine lineare Bezie- 
hung zwischen diesen GréBen und die Bewegungen durch lineare Trans- 
formationen, die eine gewisse quadratische Form bis auf einen Faktor re- 
produzieren (resp. im Falle der Euklidischen Geometrie eine Untergruppe 
dieser Gruppe). Jetzt werden wir umgekehrt vorgehen. Wir wollen die 
Algebra geometrisieren, d. i. wir werden algebraischen Gebilden einen 
geometrischen Sinn geben. Auch dafiir haben wir im vorigen Kapitel 
schon einen Anfang gemacht, als wir die raumliche Geometrie tiber die 
ebene Geometrie aufbauten, indem wir jedem Punkt noch eine dritte 
GréBe gleichsam als Cote zuordneten. Jetzt wollen wir diese Kon- 

Pasch-Dehn, Vorlesungen. 2. Aufl. 16 
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struktion ganz frei von einer geometrischen Form des Bildes machen, 
also ganz ,,unanschaulich“. Diese Idee, daB ein System von Dingen mit 
gewissen Verkniipfungen eine , Geometrie darstellen kann, hat sich erst 
im 19. Jahrhundert entwickelt. Der Keim dieser Idee ist gewiB in dem ent- 
gegengesetzten ProzeB zu finden, eben der Algebraisierung der Geometrie, 
die mit Descartes in ein entscheidendes Stadium trat. Bei GrafBmann?) 
kommt diese Idee klar zum Ausdruck. Solche Zahlsystem-Geometrien 
werden, wie sich auch im Folgenden zeigen wird, haufig unanschaulich, 
weil sie den Anschauungen widersprechen, die wir durch die Verkniipfung 
der unmittelbar raumlichen Erfahrungen gewohnlich erhalten. Geschicht- 
liche Tatsachen beweisen, daB die Menschen sich auch an Anschau- 
ungen gewohnen kénnen, die ihrer urspriinglichen Anschaung durch- 
aus widersprechen. Ob das fiir jede einzelne Zahlsystem-Geometrie 
moglich ware, ist fraglich. Fiir die Tatsache, da8 solche Geometrien 
keinen inneren Widerspruch haben, und fiir die hieraus gezogene Folge- 
rung, daB die in ihnen auftretenden Erscheinungen auch in ihrer geo- 
metrischen Reprasentation miteinander vertraglich sind, ist diese Frage 
ohne Bedeutung. 

Zur Konstruktion dieser Geometrien benutzen wir ,,Zahlsysteme“, 
d. i. Gesamtheiten von Dingen, die auf zwei Weisen (Addition und Multi- 
plikation) miteinander verkniipft und in einfacher Weise angeordnet 
sind. Sind dann fiir diese Dinge und ihre Verkniipfungen zufolge der 
Verkniipfungsdefinitionen alle Rechenregeln befriedigt (kommutative, 
assoziative und distributive Gesetze) sowie auch die Gesetze der An- 
ordnung (s. z. B. Hilbert: Grundlagen Kap. III § 13), dann kann man 
mit Hilfe dieser Zahlsysteme die projektive Geometrie vollstaindig auf- 
bauen. Ob das Zahlsystem auch dazu dienen kann, die metrische 
Geometrie darzustellen, hangt davon ab, ob in dieser projektiven Geo- 
metrie die entsprechende Beweglichkeit realisiert werden kann. In 
diesem Falle wollen wir das Zahlsystem ein metrisches nennen. Z. B. 
ist das System der rationalen Zahlen projektiv, d. i. es ist méglich, 
mit ihm ein projektive Geometrie aufzubauen; denn wir kénnen mit 
ihm das Mébiussche Netz konstruieren (s. 0. S. 217). Aber es wird 
erst metrisch nach Hinzufiigung der Wurzel gewisser quadratischer 
Gleichungen (s. 0. S. 216). Diese Hinzufiigung kann auf verschiedene 
Weise, durch Grenzprozesse oder durch ein rein algebraisches Verfahren 
im Sinne der Theorie der Moduln erfolgen. Wir gehen darauf als auf 
ein den Grundlagen der Algebra angehérendes Problem nicht weiter ein. 

a) Ein Nichtarchimedisches Zahlensystem: Beweis, daB das Archime- 
dische Postulat nicht auf Grund der iibrigen Voraussetzungen bewiesen 
werden kann®), 

") Ausdehnungslehre, Leipzig 1844 und Ges. Werke. Bd. I. Leipzig 1894. 


*) Hilbert: Grundl. Kap. II, § 12. Vorher hatte Vevonese in den Fundamenti 
di geometria, Padova 1891, deutsch von Schepp: Grundziige der Geometrie, Leipzig 
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a 


Wir betrachten den Kérper aller derjenigen reellen Zahlen, die aus 
den rationalen Zahlen durch eine endliche Reihe von Quadratwurzel- 
Ausziehungen aus einer Summe von Quadraten entstehen; d. i. wenn 


a und 6 solche Zahlen sind, so sollen auch —a, (wenn a = 0 ist) aa ; 
a 


a+b, ab, ya? + 0 in den Zahlen des Koérpers enthalten sein. Wir be- 
trachten jetzt formale Potenzreihen in ¢ mit endlich vielen negativen Glie- 


ao 
dern von der Form « = Ja; t’, wo die a; rationale Zahlen sind und ¢ ein 


ao 98) 
. ne . . oe - 
Parameter, und bestimmen zunachst die Anordnung: Es sei « = Sa,t* 
—nh 


dann und nur dann = 6 = 5’), t', wenn die a; und 6, fiir jedes i gleich 


sind. Es seia, der Koeffizient mit kleinstem Index in der Reihe fiir «, der 
verschieden ist von den Koeffizienten 6; mit gleichem Index in der 
Reihe fiir 8, dann ist « Z B je nachdem a, Z b; ist. Die niedrigsten Glieder 
bestimmen also die Anordnung der Zahlen. 

Wir bestimmen ferner die Verkniipfung, indem wir die formalen 
Regeln des Rechnens mit Potenzreihen zur Anwendung bringen. Auf 
diese Weise kommen wir immer wieder zu Reihen, die nach Potenzen 
von ¢ fortschreiten mit einer endlichen Anzahl von Gliedern mit nega- 


tiven Exponenten von ¢. (Wenn wir Quadratwurzelziehen aus beliebigen 
3 


bg igs 
Ausdriicken zulassen, so miissen wir auch Reihen von der Form .)a,t?” 


zulassen, wo m eine fiir die Reihe feste ganze Zahl ist.) 

Da, wie leicht zu sehen, in unserem Zahlsystem alle Rechnungsregeln 
erfiillt sind, das Zahlsystem auch die nétige ,,Beweglichkeit“ besitzt 
(wegen der Moglichkeit, gewisse Quadratwurzeln zu ziehen), so ist das 
Zahlsystem metrisch und liefert z. B. eine ebene Euklidische Geometrie, 
wenn ein Paar («, 8) von Zahlen als Punkt, eine lineare Gleichung 
zwischen zwei veranderlichen Zahlen als Gerade und die bekannten 
Transformationsformeln als Reprasentation der Parallelverschiebungen 
resp. Drehungen angesehen werden. Die so konstruierte Geometrie 
ist aber Nichtarchimedisch, denn die Strecke (0, 0), (¢, 0) bleibt be- 
liebig oft vervielfacht kleiner als die Strecke (0, 0), (1,0). Ebenso 
kénnen wir natiirlich auch eine réumliche Nichtarchimedische Geo- 
metrie mit den bekannten Formeln fiir die raumlichen Bewegungen 
konstruieren. 

b) Ein nicht projektives Zahlsystem. 

DaB aus dem Archimedischen Postulat und den iibrigen Rechnungs- 
und Anordnungsregeln das kommutative Gesetz der Multiplikation folgt, 
ist leicht daraus zu sehen, da8 man mit Hilfe dieses Postulates jede Zahl 


1894, die Erscheinungen in der allgemeinen Nichtarchimedischen Geometrie unter- 


sucht. 
16* 
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durch rationale Zahlen beliebig genau annahern kann. In der Tat folgt 
zunichst, daB zu jeder Zahl a eine Zahl m so gefunden werden kann, 


daB “. kleiner ist als irgendeine vorgegebene, etwa rationale Zahl 0. 
ie . 
Durch Anwendung des SchluBverfahrens der vollstandigen Induktion 


erhalten wir dann eine solche Zahl 1, daB < =o Sooo ist, woraus 
nb <a <(n+1)6 folgt. Wir kénnen also, wie behauptet, a zwischen 


zwei rationale Zahlen 7, und 7, einschlieBen, deren Differenz kleiner 
als irgendeine vorgegebene (rationale) Zahl ist. Die Benutzung der voll- 
standigen Induktion an dieser Stelle ist notwendig, auch Euklid be- 
nutzt diese zusammen mit dem Archimedischen Postulat im Buch V 
zum Beweis des entscheidenden Satzes 8. Seine Entwicklung ist so 
angelegt, daB er diese beiden Beweismittel nur dieses eine Mal an- 
zuwenden braucht. — Sind nun a und b zwei beliebige Zahlen unseres 
Archimedischen Zahlensystems und es sei etwa ba—ab >0O, dann 
kénnen wir den Ungleichungen geniigen: 


BLE Vie 
SHnOi eS, Ses ee 


WO 7, Yz, S; und sy rationale Zahlen sind, fiir die das Gesetz der Kommu- 
tativitat der Multiplikation direkt (mit Hilfe der vollstandigen Induktion) 
abgeleitet werden kann. Dann folgt durch Multiplikation: 


ba—ab < 19Sy — 847%, = 198g — Sy 
und 


19Sq < (€ +%) (E+ 5), 


also 


ba—ab < &-+ e(7, + 5). 


Da nun 7, und 7, unter einer festen Zahl liegen, ¢ aber beliebig klein 
gewahlt werden kann, kann auch e? + e(7, + s,) beliebig klein gemacht 
werden. Folglich kann ba— ab nicht von Null verschieden sein. 

In § 2 des vorigen Kapitels haben wir auf Grund des Desarguesschen 
Satzes, der eine Folge der Verkniipfungsvoraussetzungen fiir den Raum 
ist, eme Rechnung mit Streckenverhaltnissen entwickelt, in der alle 
Rechnungsregeln auBer dem kommutativen Gesetz der Multiplikation 
gelten. Die vollstandige projektive Geometrie entsteht daraus, wenn noch 
die Kommutativitaét der Multiplikation zu den Regeln hinzugenommen 
wird. Umgekehrt enthalten jene Regeln tiber das Rechnen mit den Strecken- 
verhaltnissen alle Voraussetzungen iiber Verkniipfung und Anordnung 
der raumlichen Elemente, wenn wir diese geeignet durch das Zahlsystem 
reprdsentieren (s. 0. S, 224). Wenn wir also ein Zahlsystem finden kénnen, 
mit allen jenen Eigenschaften, in dem aber das kommutative Gesetz 
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der Multiplikation nicht erfiillt ist, das also nach dem eben Bewiesenen 
Nichtarchimedisch ist, so haben wir den Beweis geliefert, daB die pro- 
jektive Geometrie nicht allein auf Grund der Voraussetzungen iiber 
Verkniipfung und Anordnung der raumlichen Elemente abgeleitet werden 
kann. Man kénnte ein solches System vielleicht ein ,,nicht projektives 
Zahlsystem“ nennen. Hilbert nennt es ein Desarguessches, weil in der 
mit ihm aufgebauten Geometrie der Desarguessche Satz gilt, und gleich- 
zeitig ein Nzchtpascalsches, weil in dieser Geometrie der Pascalsche 
Satz, der ja gleichbedeutend mit der Kommutativitat der Multiplikation 
fiir die Streckenverhiltnisse ist, nicht gilt. Ein solches System wurde 
von Hilbert!) folgendermaBen konstruiert: 

Wir legen den Korper aller rationalen Zahlen zugrunde und be- 
nutzen jetzt zur Konstruktion unserer Zahlen zwei Parameter ¢ und w. 
Wir betrachten alle analog wie oben gebildeten Ausdriicke von der 


Form « = Ja; t*, wo die a; rationale Zahlen sind und weiter Ausdriicke 
—n 


von der Form A = se, u*, wo die«,; von ¢ abhangige Ausdriicke von der 
—n 


eben hingeschriebenen Form sind. Wir legen wieder zunachst die An- 


ordnung fest: Es sei «, “ f; genau nach den Regeln unter a. Ferner sei 


AD s 6, uv dann und nur dann, wenn fiir jedes 7 die Beziehung 


——F) 


a; =; gilt. Endlich sei «, der Koeffizient mit dem kleinsten Index 
in dem Ausdruck fiir A, der verschieden ist von dem Koeffizienten B; 
in dem Ausdruck fiir B, dann ist A S B, je nachdem «a; Sf; ist. Die 
Regeln der Verkniipfung fiir die «; sollen dieselben sein wie unter a). 
Fiir die Addition der A gilt analog die Vorschrift: 


Pe AU 4. Xp.w —— a (a; +- B;) UW. 
Fir ihre Multiplikation setzen wir die Regeln fest: 
au=ua, ut = 2tu. 


Auf Grund dieser Vorschrift kénnen wir jeden Ausdruck, der durch 
sukzessive Multiplikation aus ¢, w und rationalen Zahlen entsteht, auf 
die Form a u” ¢™ bringen. Also kénnen wir auch das Produkt AB, 
das wir formal nach den Regeln der Multiplikation von Potenzreihen bil- 
den, wieder auf die Form Sy, die alle unsere Zahlen haben sollen, 
bringen. Endlich bestimmen wir noch den reziproken Wert A7! mit 
Hilfe der Methode der unbestimmten Koeffizienten aus der Beziehung: 


A-tA=1 oder SB. Sa,wi =], 


m = 


1) Grundl. Kap. VI, § 33. 
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Es folgt zunachst m =m und 
Bn&on=L oder | Dib, Dia e1. 
r —t 


‘Daraus ergibt sich y = J und }; = —. ferner 6;414_,+0@_;,,=—9, 
woraus 6; ,, sich eindeutig ergibt, und so werden sukzessive die Koeffi- 
zienten von f,,, dann die von f,,,, usw. bestimmt. Es ist, wie aus der 
Konstruktion ersichtlich, auch AA~! = 1. Durch unsere Festsetzungen 
ist demnach erreicht, da8 das Zahlensystem alle Rechnungsregeln mit 
Ausnahme der iiber die Kommutativitat der Multiplikation erfiillt. 


Denn es ist ja 
ut =2tu. 


Wir konnen also mit ihm eine Geometrie aufbauen, in der alle Postu- 
late der Verkniipfung und Anordnung von raumlichen Elementen erfiillt 
sind (durch geeignete Festsetzung auch das Parallelenpostulat und die 
Postulate iiber Strecken- und Winkelkongruenz, aber keinesfalls der 
erste Kongruenzsatz), aber zwei Streckungen mit demselben Zentrum 
sind in dieser Geometrie nicht vertauschbar, denn dann wiirde fiir das 
zugeordnete Zahlensystem die Kommutativitat der Multiplikation gelten, 
was fiir unser System nicht der Fall ist. 

Zur Begriindung der projektiven Geometrie braucht man also entweder 
die Voraussetzung tiber die Stetigkeit oder die Existenz einer besonderen 
Gruppe von Kollineationen, nimlich der Bewegungen. Dieses Resultat von 
Hilbert bildet einen gewissen Abschlu8 in den Untersuchungen iiber die 
Begriindung der projektiven Geometrie. 

c) Nichtarchimedische Raumformen. Wir haben in Kapitel1 die 
Formen des Gesamtraumes (oder vielmehr der Gesamtebenen) betrach- 
tet, wenn fiir die Geometrie die Euklidische oder Nichteuklidische MaB- 
bestimmung gilt. So erhielten wir fiir die zweidimensionale Euklidische 
MaBbestimmung nur drei verschiedene Formen, die Euklidische Ebene, 
den Zylinder und die Ringflache und fiir die Geometrie mit positiver 
Kriimmung (elliptischer MaBbestimmung) nur zwei Raumformen, die 
Kugel und die projektive Ebene. Wenn das Archimedische Postulat 
nicht gilt, erhalten wir noch andere Formen, und zwar sogar , isotrope“‘ 
(s. 0. S. 209), die sich leicht mit Hilfe des in a) konstruierten Nichtarchi- 
medischen Zahlsystems darstellen lassen: 

1. Eine Euklidische Nichtarchimedische Raumform): Wir nehmen als 
eigentliche Punkte der Geometrie nur diejenigen, fiir die beide Koor- 
dinaten x und y kleiner sind als irgendeine ganze positive Zahl und gréBer 
sind als irgendeine ganze negative Zahl. Wenn x und y beide kleiner sind 
als irgendeine positive Zahl und gréBer als irgendeine ganze negative 
Zahl, so sind auch ihre Summe, ihre Differenz, ihr Produkt, und, falls 
sie von 0 verschieden sind, auch die zu ihnen reziproken Zahlen kleiner 


1) Dehn: Math. Ann. Bd. 53. S. 436 ff. 
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als eine positive ganze Zahl und gréBer als eine negative ganze Zahl. 
Das gleiche gilt fiir 71+ %2. Also kommen wir weder durch Parallel- 
verschiebung des Nullpunktes nach einem Punkt mit den beschrinkten 
Koordinaten noch durch Drehung um den Nullpunkt aus dem Bereich 
heraus. Damit haben wir eine ebene Euklidische Geometrie konstruiert, 
oder vielmehr eine Geometrie mit Euklidischer MaBbestimmung, in der 
die Euklidischen Bewegungsformeln gelten, in der die Winkelsumme zwei 
Rechte betragt usw., in der aber durch jeden Punkt P auBerhalb einer 
Geraden a unendlich viele Geraden gehen, die a nicht schneiden. Es 
gibt aber keine Parallelen im Sinne von Bolyai-Lobatschewskij. Denn 
za jeder a nicht schneidenden Geraden a’ durch P gibt es Geraden a”’ 
durch P, die a ebenfalls nicht schneiden und mit dem Lot von P auf a 
einen kleineren Winkel bilden als a’. In der Tat folgt aus der Existenz 
der zwei Parallelen die Bolyai-Lobatschewsktjsche MaBbestimmung?). 

2. Eine Nichtarchimedische Raumform mit sphdrischer (elliptischer) 
Mafbestimmung. Wir fihren eine Nichteuklidische MaBbestimmung 
in dem in a) konstruierten Nichtarchimedischen Koordinatensystem ein 
unter Zugrundelegung einer definiten quadratischen Form. Ohne Schwie- 
rigkeit gelingt es auch hier?), einen solchen Bereich fiir die Koordinaten 
abzugrenzen, daB man durch die Bewegungen im Sinne dieser MaB- 
bestimmung nicht aus dem Bereich herauskommt. Wir haben dann eine 
Raumform mit elliptischer MaBbestimmung, in der also die spharische 
Trigonometrie gilt, die Winkelsumme gr6éBer als zwei Rechte ist usw. 
und doch durch jeden Punkt P auBerhalb einer Geraden a unendlich 
viele Geraden gehen, die a nicht schneiden. 

Beide Raumformen sind homogen und erfiillen die Euklidische Voraus- 
setzung, dafi die Gerade eine offene Linie ist. 

d) Archimedisches Postulat und Euklidisches (Parallelen-) Postulat. In 
c) 1. haben wir gesehen, da8 aus der Voraussetzung, in der Ebene gelte 
die Euklidische MaBbestimmung (es sei z. B. die Winkelsumme im Dreieck 
gleich zwei Rechten), zusammen mit den iibrigen Euklidischen Voraus- 
setzungen noch nicht das Parallelenpostulat folgt, wenn man nicht eine 
Stetigkeitsvoraussetzung macht, etwa die Giiltigkeit des Archimedischen 
Postulates. Das Archimedische Postulat mu8 also gleichsam etwas ge- 
meinsam haben mit dem Parallelenpostulat. 

Diese so zutage tretende Verflechtung der beiden seit dem Altertum 
in ihrer iiberragenden Bedeutung erkannten Axiome, des Euklidischen 
und des Archimedischen, kann man benutzen, um die beiden durch fol- 
gende drei zu ersetzen: 

1. Es ist die Euklidische MaBbestimmung giiltig (es gentigt die Vor- 


1) Das geht aus dem Resultat der auf S. 235 Anm. 2 zitierten Hilbertschen 
Arbeit hervor. 
2) S. Dehn: a. a. O. S. 431 ff. 
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aussetzung: die Winkelsumme im Dreieck betragt zwei Rechte, oder: 
es gibt einander ahnliche Figuren). 

2. Es ist nicht méglich, die Geometrie durch Hinzuftigung uneigent- 
licher Punkte (Mittelpunkte von Biischeln sich nicht schneidender 
Geraden) und uneigentlicher Geraden (Verbindungsgeraden uneigent- 
licher Punkte) so zu erweitern, daB auch in der erweiterten Geometrie 
die allgemeinen Voraussetzungen iiber die Beweglichkeit der Figuren 
gelten. 

3. Es gibt Strecken, die, geniigend oft verdoppelt, gr6Ber werden als 
jede gegebene Strecke. 

1. und 2. geben zusammen das Euklidische, 2. und 3. zusammen das 
Archimedische Postulat (unter der Voraussetzung, daB es keine gr6Bte 
Strecke gibt, also daB die Gerade eine offene Linie ist). Keine von den 
drei Voraussetzungen folgt aus den beiden anderen und den tibrigen 
Euklidischen Voraussetzungen. Das beweisen von uns friiher kon- 
struierte Geometrien: eine Geometrie, in der 1. und 2., aber nicht 3. 
gilt, ist die Nichtarchimedische Geometrie, die wir oben in a) ent- 
wickelt haben. Eine Geometrie in der 1. und 8., aber nicht 2. gilt, ist 
die oben unter c) 1. dargestellte Euklidische Raumform. In der Tat ist 
in ihr nach Konstruktion jede Strecke kleiner als eine ganze positive Zahl 
und die Strecke von der Lange 1 kommt in ihr vor. Eine Geometrie, in 
der die Voraussetzungen 2. und 3. befriedigt sind, aber nicht 1., ist die 
gewohnliche, stetige Bolyai-Lobatschewskijsche Geometrie. 

Diese Untersuchung der beiden klassischen Postulate ist ein einfaches 
Beispiel fiir die feinere Analyse der Grundvoraussetzungen. 


Viertes Kapitel. 


Systeme von Postulaten (Axiomen). 


Wir gebrauchen im folgenden die Bezeichnung Postulat und Axiom, 
ohne uns auf eine evtl. zu konstatierende feinere Unterscheidung einzu- 
lassen+), in gleichem Sinne fiir Grundvoraussetzungen (Kernsatze s. o. 
S. 4). Wir haben iiberall im vorhergehenden Gebrauch gemacht von 
dem als bekannt angenommenen System der gesamten ausdriicklich und 
stillschweigend benutzten Voraussetzungen von Euklid. Wir haben die 
eine oder die andere von diesen Voraussetzungen in ihrer Bedeutung 
fiir den Aufbau untersucht, aber wir haben uns noch nicht mit dem Ge- 
samtbau der Voraussetzungen beschaftigt. Es gibt natiirlich verschiedene 
Méglichkeiten, um ein solches System von Postulaten aufzustellen, und 
wir wollen die wichtigsten kennen lernen. 


1) S. hierzu besonders Vailati: Heidelberger Math.-KongreB 1904, S. 575ff., 
ferner Enzykl. III AB1 (Enriques) S. 7 und Bonola-Liebmann, S. 16 ff. 
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§ 1. Die Postulate in Euklids Elementen. 


In Euklids Elementen ist die Betrachtungsweise, trotz der mathe- 
matischen Strenge, noch ganz eng mit der Wirklichkeit verbunden. 
Dies kommt zunachst bei der dreiteiligen Fundamentierung zum Vor- 
schein. Uberall wird im Gegensatz zu modernen Bestrebungen die 
Gemeinverstandlichkeit gewisser Erscheinungen benutzt, aber mit stark 
betonter logischer Architektonik; so in den Definitionen (600). Hier 
werden die geometrischen Dinge durch gemeinverstandliche Merkmale, 
nattirlich nicht vollstandig, charakterisiert, andererseits zuweilen die 
Einfachheit der Definition zugunsten der Symmetrie im Aufbau 
geopfert, wie etwa bei der Definition der Ebene. 

Einen zweiten Teil der Fundamente bilden die xowai %yyova, Grund- 
satze, die ,,Gemeinverstandlichkeiten‘‘. Hier werden vor allem durch 
den Satz: ,,zur Deckung zu bringende Figuren (oyjwata épagudlorta) 
sind gleich“ die fiir den Begriff ,,gleich selbstverstandlichen Eigen- 
schaften zur Ermittlung inhaltsgleicher Figuren benutzbar (s. Kap. V § 3). 
Die Beweglichkeit der Figuren ist Euklid noch nicht so bewuBt geworden, 
daB er sie in einen Grundsatz formuliert hatte, obwohl er sie natiirlich 
benutzt, z. B. bei dem Beweise des ersten Kongruenzsatzes (I 4). Das 
darf uns nicht wundern, denn die abstrahierende Vorstellung, in welcher 
die Figuren zuniachst als an ihren Ort gebunden angesehen werden, ist 
fiir Euklid undenkbar. Ja, diese Auffassung, die heute jedem Physiker 
gelaufig ist, die aber erst durch die Konstruktion der analytischen Geo- 
metrie herbeigefiihrt wurde, ist z. B. noch Legendre ganz fremd. Sogar 
Lobatschewskyj hat noch nicht diese Scharfe der Analyse. Er bemerkt z. B. 
nicht), daB der Satz ,,Kugelflachen mit gleichem Halbmesser sind 
immer kongruent“ die Beweglichkeit der Kugelflache voraussetzt. Die 
Bedeutung der Beweglichkeitspostulate betonte wohl zuerst Helmholtz*). 

Der dritte Teil der Fundamente des Euklidischen Lehrbuches wird 
durch die aitjuata gebildet, iiber die wir bereits in Kapitel I, §1 ge- 
sprochen haben. Es sind, wie a. a. O. gesagt, wesentlich Konstruktions- 
postulate, z. B.: ,,Zu zwei Punkten kann immer die Verbindungsgerade 
konstruiert werden‘, usw. Alles, von dem gehandelt wird, soll konstruier- 
bar sein, was man wohl wieder als fiir die Wirklichkeitsverbindung in den 
Elementen bezeichnend ansehen darf. 

Wie oben bemerkt, gehért wahrscheinlich das Euklidische Parallelen- 
postulat auch zu diesem Abschnitt. Das Archimedische Postulat wird 
nicht ausdriicklich als fiir Strecken oder Flacheninhalte giiltig voraus- 
gesetzt (s. o. S. 240). 

1) ,,Neue Anfangsgriinde“, in der Engelschen Ausgabe (siehe Anm. 1 S. 195), 
Kap. I, § 14. 

2) AuBer an den in Anm. 1 S. 199 angefithrten Stellen besonders eindringlich 


in dem Heidelberger Vortrag 1870: Uber den Ursprung und die Bedeutung der 
geometrischen Axiome, gedr. in pop. wissensch. Abhandl. Bd. IT. 
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Die Formulierung der topologischen Voraussetzungen fehlt bei Euklid 
vollstindig, vor allem derjenigen, die man heute a.s Anordnungsaxiome 
bezeichnet (s. u. § 2). Es wird weiter auch stillschweigend benutzt, daB 
ein Kreis mit gleichem Radius wie ein zweiter, dessen Mittelpunkt auf der 
Peripherie dieses Kreises liegt, mit dem zweiten Kreis einen Punkt ge- 
meinsam hat. Alle diese Satze sind ganz unbewu8t angewandt oder doch 
als ebenso denknotwendig empfunden, wie die sogenannte logische 
SchluBweise. Deswegen sind sie auch von dieser nicht getrennt worden. 
Es ist ja bis zur Entdeckung der Nichteuklidischen Geometrie eigentlich 
die ganze Grundlage der Geometrie als denknotwendig empfunden worden. 
Erst die moderne Axiomatik versucht die spezifisch geometrischen von 
den logischen Voraussetzungen vollstandig zu trennen und in Axiomen 
zu formulieren. Sie ist jetzt dabei, immer mehr Bestandteile des 
urspriinglich als logisch Empfundenen zu axiomatisieren. 


§ 2. Vollstandige Axiomsysteme. 


Eine Reihe von Systemen von Voraussetzungen fiir die Geometrie 
schlieBen sich an Ewklid an. Zu diesen gehoért vor allen das in dem vor- 
liegenden Buch auseinandergesetzte, in dem wir das erste vom elementar- 
geometrischen Standpunkt vollstandige System von empirisch direkt 
gegebenen Postulaten erblicken kénnen. Die wichtigen, bei Euklid 
stillschweigend benutzten Voraussetzungen, sowohl iiber die Beweglich- 
keit wie tiber die Anordnung auf der Geraden, in der Ebene und dem 
Raum sind hier zuerst formuliert. Dementsprechend wird der besonders 
charakteristische ,,Kernsatz‘‘ IV (S. 20) iiber das Zusammentreffen einer 
Geraden und eines Dreieckes das ,,Axiom von Pasch‘‘ genannt. In 
anderer Hinsicht ist diese Grundlegung von der Euklidischen weiter 
entfernt, weil in ihr ebenso wie z. B. in der von Schur) nur mit Postu- 
laten im beschrankten Raumstiick operiert wird. Deswegen muB das 
System von Hilbert?) als dasjenige vollstandige Axiomsystem bezeichnet 
werden, das sich am engsten an Euklid anschlieBt. Hilbert teilt die 
Axiome in fiinf Gruppen ein. 

I. Axtome der Verkniipfung von Punkten, Geraden und Ebenen 
(,,Grundlagen Kap. I § 2). 

II. Axiome der Anordnung: einfache Anordnung der Punkte auf einer 
Geraden, Teilung der Ebene durch eine Gerade (,,Grundlagen“ Kap. I 
§ 3). Die Anordnung der Punkte des Raumes in bezug auf eine Ebene 
folgt dann mit Hinzunahme der Axiome der Verkniipfung 

An- diesen Axiomen kann man natiirlich, je nachdem man Wert 
auf Einfachheit der Darstellung oder auf Anschlu8 an die’ wirklichen 
Beobachtungen legt, Anderungen vornehmen. Auch der Standpunkt, 


1) Grundlagen d. Geometrie, Leipzig 1909. ) Grundl. Kap. I. (1899). 
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da8 méglichst wenig in jedem einzelnen Postulat gefordert werden soll, 
d. i. die Zerlegung der Postulate in méglichst viele Teile, ist zweifellos 
berechtigt. Bei Hilbert ist die ganze Gerade ein Grundelement. Die 
Punkte auf ihr bestimmen Strecken. Bei Euklid (und ebenso bei Pasch 
und bei Schur) ist die Strecke mit ihren Endpunkten das Grundelement. 
Thre Verlangerung wird durch verschiedene Axiome (bei Euklid einfach 
durch ein Konstruktionspostulat) eingefiihrt. Im Zusammenhang da- 
mit sind bei Pasch und Schur die Verkniipfungs- und Anordnungs- 
axiome nicht getrennt. In diesen beiden Grundlegungen sind die Axiome 
giiltig fiir alle Euklidischen und Nichteuklidischen Raumformen, wah- 
rend die Hilberischen Axiome (ebenso wie die Euklidischen Voraussetzun- 
gen) nur auf die Euklidische und die Bolyai-Lobatschewskijsche Geo- 
metrie passen. 

Gegen die Einfiihrung der Ebene als Grundelement ist oft Einspruch 
erhoben worden; denn man kann ja die Ebene konstruktiv etwa durch 
die Transversalen eines Dreiecks erzeugen. Natiirlich braucht man 
dann ein Axiom tiber den Schnitt der Transversalen. Dieses Postulat?) 
namlich, daB zwei Transversalen eines Dreiecks, die von zwei verschie- 
denen Ecken ausgehen, einen Punkt gemeinsam haben, ist zugleich als 
Verkniipfungsaxiom von Gerade und Ebene wie als Anordnungsaxiom, 
das die Teilung der Ebene durch eine Gerade oder ein Dreieck postuliert, 
aufzufassen. 

Man kénnte diese Axiome als die projektiven Axiome bezeichnen. 
Denn im wesentlichen bleiben die Verkntipfungen und Anordnungen in 
den Figuren bei Projektion erhalten und alle Satze der projektiven 
Geometrie beziehen sich auf solche Eigenschaften. Aber die projektive 
Geometrie kann nicht auf Grund der Axiome I und II abgeleitet wer- 
den (s. 0. S. 246). Die natiirlichste Erganzung besteht in einem projektiv 
gefaBten Stetigkeitsaxiom (s. Gruppe V). 

III. Axiome der Kongruenz. Bei Hilbert zerfallen sie in drei Unter- 
gruppen: a) Axiome der Streckenkongruenz. b) Axiome der Winkel- 
kongruenz. c) Als Verbindung von beiden der erste Kongruenzsatz: Wenn 
in zwei Dreiecken je zwei Seiten und der von ihnen eingeschlossene 
Winkel bez. kongruent sind, dann sind auch die dritten Seiten und die 
iibrigen Winkel bez. einander kongruent. 

Mit diesen Axiomen vertritt Hilbert nach einer Seite den extremsten 
Standpunkt. In seinen Axiomen ist von Bewegung oder Beweglichkeit 
von Figuren tiberhaupt nicht die Rede. Nur iiber die Kongruenz von 
Strecken und iiber die Kongruenz von Winkeln wird etwas ausgesagt. 
Von Kongruenz von Kreisen zu reden, ist bei der Hilbertschen Begriffs- 
bildung der Kongruenz nicht ohne weiteres moéglich. Die allgemeine 
Kongruenz ist etwa durch Definition einzufithren, nachdem die Trans- 


1) Peano: Sui fondamenti della geometria. Riv. di mat. Bd. 4, 1894. 


252 IV, Systeme von Postulaten (Axiomen). 


formationen aufgestellt sind, die Strecken und Winkel in kongruente 
iiberfiihren. Bei Pasch im § 13 des vorliegenden Buches werden sowohl 
spezielle Figuren wie Strecken und gleichschenklige Dreiecke als auch all- 
gemeinere Figuren hinsichtlich ihrer Kongruenz betrachtet. Das bei Pasch 
allgemein gefaBte Postulat: Zwei Figuren, die einer dritten kongruent sind, 
sind auch untereinander kongruent (dieBewegungen bilden eine Gruppe), 
wird bei Hilbert in Postulate fiir Strecken und fiir Winkel aufgelést. 

Von der griechischen Auffassung entfernt man sich am meisten, 
wenn man wie z. B. Schur direkt die Eigenschaften der Bewegung durch 
Postulate festzulegen versucht, etwa durch die folgenden: Es gibt be- 
sondere Kollineationen, die Bewegungen genannt werden. Sie bilden eine 
Gruppe. Durch jede Bewegung kann eine beliebige Ebene ¢, in eine 
beliebige Ebene «¢, tibergefiihrt werden, eine beliebige Gerade g, in & 
in eine beliebige Gerade g, in é,, ein beliebiger Punkt P, auf g, in einen 
beliebigen Punkt P, auf g,, eine beliebige Seite von g, in ¢, in eine be- 
liebige Seite von gy in é, eine beliebige Seite von P, auf g,, in eine belie- 
bige Seite von P, auf g,. Durch diese Zuordnung ist die Bewegung 
(Kollineation) eindeutig bestimmt. Ferner: es gibt Bewegungen, die 
zwei Punkte und solche, die zwei sich schneidende Geraden miteinander 
vertauschen. — Es kann nicht geleugnet werden, daB durch diese Postu- 
late die Grundlage der Geometrie einen ,,transzendenten“’ Charakter 
bekommt. Der Begriff der Transformation ist von ziemlich abstrakter 
Natur und deswegen auch erst in der Neuzeit allmaéhlich entstanden. 
So z. B. kommt der Begriff der Zuordnung der Punkte der Geraden 
zueinander erst bei Desargues klar zum Vorschein. Etwas anderes ist es 
aber, solche Zuordnungen zu betrachten, wenn sie durch bestimmte ein- 
fache Konstruktionen gegeben sind, als wenn man Postulate iiber Zu- 
ordnungen oder Kollineationen, von denen noch nichts bekannt ist, 
der Geometrie zugrunde legt. Schon der Begriff Zuordnung: ,,Zu jedem 
Punkt P, gehért ein Punkt P, und durch die Gesamtheit dieser Bezie- 
hungen ist die Zuordnung bestimmt“, hat etwas durchaus Unelementares. 
Die Bewegung einer einfachen starren Figur ist viel leichter vorzu- 
stellen als die Bewegung des Gesamtraumes. 

IV: Das Parallelenaxiom s. Kap. I. 

V. Axiome der Stetigkeit. Hier kann man statt des Archimedischen 
Postulats, das die Streckenverdoppelung, also einen Teil der Bewegungen 
voraussetzt, ein projektives Postulat (s.o.S.218) einfiihren, etwa so: Sind 
AjAiAg- «Ay, -U, Punktevauf einer Geraden) 4,5) UundeA eae 
harmonische Punktepaare fiir jedes m <n, ferner P ein solcher Punkt 
auf der Geraden, daB A, und U durch A, und P nicht getrennt werden, 
dann gibt es stets eine ganze Zahl N so, daB, falls n> Nist, A, zwi- 
schen P und U liegt. Gegen dies projektiv gefaBte Archimedische Postu- 
lat ist nur einzuwenden, daB es nicht den Anspruch erheben kann, 
der unmittelbaren raumlichen Erfahrung zu entstammen. 
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Hilbert fiihrt als letztes Postulat noch das , Volilstandigkeitsaxiom ‘‘ 
auf, das im wesentlichen die Bedeutung hat, jedem konvergenten Grenz- 
proze8 auf der Geraden einen Punkt zuzuordnen, d.i. also ein dem 
arithmetischen Kontinuum entsprechendes Kontinuum auf der Geraden 
als wirklich existierend zu postulieren. 


§ 3. Infinitesimal-geometrische Axiomsysteme. 


Die Benutzung der Eigenschaften der Bewegungsgruppe spielt eine 
auBerordentlich wichtige Rolle in den Untersuchungen, die, sich an die 
von Riemann in seinem Habilitationsvortrag niedergelegte Auffassung 
anschlieBend, bemiiht sind, fiir die geometrischen Beziehungen ein 
moglichst konzentriertes analytisches Aquivalent zu geben, ohne Riick- 
sicht auf die unmittelbare Anschaulichkeit+). Bei allen diesen Grund- 
legungen gibt es nur ein primdres geometrisches Gebilde, den Punkt. 
Die Punkte aber sind reprasentiert durch ein dreifach ausgedehntes 
Zahlen-Kontinuum (%,, %:, %3). Dieses Zahlen-Kontinuum wird da- 
durch zum Bild einer Geometrie, da8 man in ihm ,,Langen‘‘ messen 
Kann Pur jeden Punkt (x,, x,, x,) sind G6 Funktionen F,, = Ey, 
(1, k = 1,2, 3) der drei Veranderlichen gegeben, von der Art, daB die 
pees auf einer Kurve x; = 9; (¢) zwpschen den Punkten #, und 7, 


Eeeenen ist durch die Beziehung s = {ise E,.9/ 9% dt. Die 6 Funk- 


tionen E,, geben die Piacpecammnuns fiir den Raum. Die Aufgabe 
des Geometers ist nun, wenn diese sechs Funktionen einmal gegeben sind, 
diejenigen Eigenschaften der Geometrie herauszufinden, die ganz un- 
abhangig von der speziellen Zuordnung der Punkte zu dem Zahlen- 
Kontinuum sind. Solche von dieser Zuordnung unabhangige, nur von 
der MaSbestimmung, d. i. der Bogenlange der Kurven abhangige 
Eigenschaften erhalten wir z. B., wenn wir die Kurven bestimmen, die 
zwischen zwei festen Punkten fiir das obige Integral ein Minimum er- 
geben, die sog. geodatischen Linien. Bei irgendwelchen Transforma- 
tionen €; = f;(%,, “2, %3) gehen die durch einen Punkt laufenden geodati- 
schen Linien fiir das %,, %2, %;-Kontinuum in die geodatischen Linien 
fiir das mit einer entsprechenden MaBbestimmung behaftete §,, &, 
&,-Kontinuum durch den entsprechenden Punkt iiber. Wenn wir nun 
das Verfahren, das wir oben (s. S. 197) fiir Gerade (und ,,Kreis‘’) an- 
gewandt haben, fiir die geodatischen Linien (und ,,Kugel‘) anwenden, 
kommen wir zu fiir jeden Punkt charakteristischen Zahlen, z. B. zu 


1) Bei Helmholiz (s. Anm.1S.199), kommt der Begriff der Gruppe noch nicht 
explizit vor, dagegen steht er bei den Lieschen Untersuchungen (Theorie der Trans- 
formationsgruppen 3. Abschnitt, Leipzig 1893) im Mittelpunkt. Die Einsicht in die 
Bedeutung des Gruppenbegriffs fiir die Geometrie verdankt man K/eins ,, Erlanger 
Programm“ (1872), abgedr. Math. Ann. Bd. 43 und Ges. math. Abh. Bd. I. 
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einer dem Gaufschen Kriimmungsma8 entsprechenden Zahl. Der 
Geometer hat die Aufgabe, ein vollstandiges System von solchen 
charakteristischen Zahlen (Invarianten) aufzustellen, d. i. aus den gege- 
benen Funktionen E;, solche Funktionen K,, K,... zu bestimmen, 
deren Ubereinstimmung bei zwei Geometrien geniigt, um die beiden 
Geometrien durch eine geeignete Transformation der Bezugskoordinaten 
unter Erhaltung der Bogenlangen auf entsprechenden Kurven inein- 
ander tiberzufiihren. 

Die gewohnlichen Geometrien, also die Geometrien mit Beweglich- 
keit der Figuren, zeichnen sich dadurch aus, daB es eine Gruppe von 
solchen ,,langentreuen‘‘ Abbildungen der Geometrie auf sich selbst gibt, 
d.i. die der gegebenen Mafbestimmung entsprechenden Bogenlangen fiir 
einander bei diesen Abbildungen zugeordnete Kurvenstiicke sind gleich. 
Verlangt man nun die nétige Freiheit fiir diese Transformationen, d. i. 
die nétige Beweglichkeit, dann erhalten wir leicht die analytische Dar- 
stellung der Raume mit konstanter Kriimmung (s. 0. S. 197). Die geoda- 
tischen Linien in den Raumen sind die Geraden dieser Geometrien. 

Merkwiirdigerweise ist es nun méglich, ganz ohne den Begriff der 
Bogenlange auszukommen. Die Eigenschaften der Gruppe der Trans- 
formationen, die die Bewegungen darstellen, allein geniigen vollstandig, 
um die Geometrie zu begriinden. In der Tat kann man ja das geometri- 
schen Gebilde, eine Gerade, die wir eben mit Hilfe des Begriffes der 
Bogenlange als kiirzeste charakterisiert haben, auch als Verbindungslinie 
zweier Punkte P, und P, durch eine raumliche Bewegung direkt charak- 
terisieren, namlich als die Gesamtheit aller derjenigen Punkte, die bei 
einer Bewegung gleichzeitig mit P, und P, in sich itibergefithrt werden. Es 
ist nun Hilbert!) gelungen, unter Voraussetzung iiberraschend einfacher 
Eigenschaften der Gruppe der ebenen Bewegungen, die ebene Geometrie 
zu begriinden. Er braucht namlich nur die Voraussetzungen: 1. Die Be- 
wegungen bilden eine Gruppe von ein-eindeutigen, den Umlaufsinn der 
geschlossenen Kurven erhaltenden Transformationen. 2. Durch Be- 
wegungen, die einen Punkt N in sich iiberfiihren, kann ein anderer 
Punkt A noch in unendlich viele verschiedene Lagen gebracht werden. 
(Jeder Kreis besteht aus unendlich vielen Punkten.) 3. Wenn es eine 
Bewegung gibt, durch welche Punktetripel in beliebiger Nahe des Punkte- 
tripels A, B,C, in beliebige Nahe des Punktetripels A, B,C, tibergefiihrt 
werden kénnen, so gibt es stets auch eine Bewegung, durch welche 
das Punktetripel A,B,C, genau in das Punktetripel A, B,C, iibergeht. 
(Die Bewegungen bilden ein abgeschlossenes System von Transfor- 
mationen.) Hilbert kann dann nachweisen, daB die Darstellung dieser 
Transformationen in einem geeigneten Koordinatensystem die bekannten 


Anh. IV. Vgl. auch Suess; Jap. Journ. of Math. Vol. II, 1926. 
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wegungen ergeben. Seine Beweismethode ist diejenige, die man in der 
Theorie der reellen Funktionen seit der Mitte des vorigen Jahrhunderts 
ausgebildet hat. So werden z. B. zunachst die Kreise als sogenannte 
Jordansche Kurven (stetige Bilder der Kurve x2-+ y2 =1 im Cartesi- 
schen Koordinatensystem) erkannt. Durch sich beriihrende Kreise wird 
die Mitte einer Strecke bestimmt. Die Gerade durch zwei Punkte er- 
halt man, indem man dieses Verfahren der Mittenbestimmung fortgesetzt 
wiederholt, ,,Halbdrehungen“ ausfiihrt und die Haufungsstellen aller so 
erhaltenen Punkte hinzufiigt ; die Halbdrehung um M ist eine Bewegung, 
die M festhalt und zweimal ausgefiihrt die Identitat ergibt. 

Es ist ein langer miihsamer Weg, der zu dem schénen Resultat 
fiihrt. Man macht sich einen Begriff von den Schwierigkeiten, die bier- 
bei auftreten miissen, wenn man bedenkt, wie viele Miihe schon der Be- 
weis des sogenannten Jovdanschen Satzes macht, daB eine Jordansche 
Kurve die Ebene in zwei Teile teilt. Das, was Hilbert abzuleiten hat, 
ist ein ganzer Bau von solchen Satzen, unter denen dieser ein zwar 
wichtiger, aber ganz an den Anfang gehérender Satz ist. 


§ 4, Beziehung der Axiome untereinander. 


Wir haben in den vorigen Kapiteln haufig die Beziehung von geo- 
metrischen Satzen zueinander untersucht, ihre Unabhangigkeit und 
auch die Art ihrer Verflechtung. Die hierbei auftretenden Fragen 
waren vielleicht einfach zu stellen in dem Falle, daB es sich um so durch- 
sichtige Verkniipfungssadtze handelte, wie es die projektiven Siatze, die 
sogenannten Schnittpunktssatze, sind. Hier sind die Probleme ahnlich 
wie bei der Untersuchung der Abhangigkeit zweier Gleichungen von- 
einander zu stellen und zu lésen. Etwas komplizierter waren schon die 
Verflechtungen des Euklidischen und Archimedischen Postulates dar- 
zustellen. Sehr viel gréBere Schwierigkeiten treten auf, wenn wir an 
das Gesamtsystem der Axiome herangehen. Hier stiitzt sich ja ein 
Postulat auf das andere. So stiitzt sich das Archimedische Postulat 
in seiner gewohnlichen Form auf die Streckenabtragung, und wenn das 
Postulat nicht gleichzeitig schon die Méglichkeit der Streckenab- 
tragung, also ein anderes (friiheres) Postulat mit enthalten soll, muB 
man ihm die ktinstliche Form geben: ,,Wenn die Streckenabtragung 
iiberhaupt méglich ist, dann kann man auch durch Abtragung einer 
Strecke eine andere erschépfen.‘‘ Je mehr wir die Postulate auflésen, 
desto gréBer werden die Schwierigkeiten dieser Art. Am reinlichsten 
voneinander geschieden sind gewi8 die Postulate, die man auf Grund 
der infinitesimal-geometrischen Betrachtungen aufstellt, etwa die drei 
Hilbertschen Postulate (s. die vorhergehende S.ite). Aber sie sind 
zweifellos gleichzeitig auch diejenigen Postulate, die am schwersten 
aus der unmittelbaren Beobachtung hergeleitet werden k6onnen. 
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Wir wollen drei besondere Arten von Beziehungen der Axiome 
untereinander erértern: 

1. Die Unabhdngigheit der Axiome voneinander. Der Beweis, dai das 
Parallelenaxiom von den iibrigen Postulaten unabhangig, d. i. auf Grund 
der iibrigen Postulate nicht beweisbar ist, ist einer der wichtigsten 
Teile in den Untersuchungen iiber die Grundlagen der Geometrie. Wir 
haben diesen Beweis ausfiihrlich (Kapitel I, § 3) behandelt. Aber er ist 
jetzt erst wirklich zum Abschlu8 zu bringen, nachdem wir ein voll- 
standiges Axiomsystem kennengelernt haben. In der Tat muBten wir 
den Beweis der Unbeweisbarkeit darauf stiitzen, daB die Cayleysche Mab- 
geometrie alle ausgesprochenen und stillschweigenden Voraussetzungen 
von Evklid befriedigt. Erst in diesem Kapitel, in dem wir vollstandige 
Axiomsysteme fiir die Elementargeometrie kennengelernt haben, haben 
wir die Méglichkeit, uns wirklich zu iiberzeugen, daB alle diese Voraus- 
setzungen in der Cayleyschen MaBgeometrie erfiillt sind. Wir sehen 
leicht, daB das in der Tat der Fall ist. 

Man wird natiirlich iiberhaupt das Bestreben haben, die Postulate 
méglichst so einzurichten, daB kein neues bereits aus den itibrigen 
folgt. Eine vdllige Unabhangigkeit jedes Postulates von den iibrigen 
wird man freilich wegen der oben angedeuteten Verflechtung der Postu- 
late schwerlich erreichen kénnen. Wir betrachten noch folgende Bei- 
spiele : 

a) Unabhdngighett der véumlichen Verkniipfungsaxiome von allen 
tibrigen Axiomen mit Ausnahme des ersten Kongruenzsatzes (resp. der 
Beweglichkeit der Figuren). Wir wissen, daB der Desarguessche Satz eine 
Folge aller Axiome I und II von § 2 ist, daB umgekehrt (s.0.S.236), wenn 
der Desarguessche Satz in der Ebene giiltig ist, die ebene Geometrie 
stets als ein Ausschnitt aus einer raumlichen Geometrie aufgefaBt werden 
kann. Wir werden deswegen, um die Unabhangigkeit der raumlichen 
Verkniipfungsaxiome nachzuweisen, eine ebene Geometrie konstruieren 
miissen, in der alle ebenen Axiome mit Ausnahme des ersten Kon- 
gruenzsatzes giiltig sind, aber der Desarguessche Satz nicht gilt; dann 
und nur dann kann diese Geometrie nicht zu einer raumlichen erweitert 
werden, in der die raumlichen Verkniipfungsaxiome gelten. In diesem 
Sinn wollen wir die Unabhangigkeit der raumlichen Axiome hier auf- 
fassen und beweisen. 

Dieser Beweis kann in mannigfaltiger Weise ohne Schwierigkeit ge- 
fiihrt werden, etwa so!): wir betrachten die Euklidische Ebene mit einem 
gewohnlichen rechtwinkligen Koordinatensystem; als Punkte des Bildes 
unserer ,,Nicht-Desarguesschen‘‘ Geometrie gelten alle Punkte der 
Ebene, als Geraden 1. alle Geraden, in deren Gleichung ax + by +c 
= Ound abd 2 Oist und 2. die aus zwei Halbgeraden zusammengesetzten 


*) Das Beispiel stammt nach Schur, Grundlagen, S. 20 von Moulton. 
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Geraden, fiir die bei positivem y die Gleichung ax + by +c =0 mit 
ab <0 und a= 0 gilt und bei negativem y die Gleichung ax + 2 y 
+c=0. Die beiden Halbgeraden haben einen gemeinsamen Punkt auf 
der x-Achse. Drei Halbgeraden der oberen Halbebene £1 h,, k,, deren 
Euklidische Fortsetzungen in der unteren Halbebene in einem Punkt 
zusammenlaufen, werden in der bildgeometrischen Fortsetzung im all- 
gemeinen nicht in einem Punkt zusammentreffen. Z. B. die drei Geraden 
x*=0, *+y+1=0, —x*+y+1=0, die sich in dem Punkte 
(0, —1) treffen, werden in unserer Bildgeometrie in der unteren Halb- 
ebene durch drei Halbgeraden fortgesetzt, die den Gleichungen geniigen: 
x=0,*%*+y+1=0, —*+4+2y+1=0. Diese drei Halbgeraden 
gehen aber nicht durch einen Punkt. Wir konstruieren nun in der 
oberen Halbebene zwei Dreiecke, deren Ecken auf g,, h, und k, liegen, 
dann kénnen wir es leicht so einrichten, daB entsprechende Seiten sich 
auf der oberen Halbebene schneiden. Weil in der Euklidischen Geo- 
metrie der Desarguessche Satz gilt, werden die Schnittpunkte entspre- 
chender Seiten auf einer Geraden liegen, da ja die Verlangerung von 
£,, 4, und k, in der Euklidischen Ebene durch einen Punkt gehen. Aber 
in der Bildgeometrie gehen die drei Verlangerungen von g,, h, und k, 
nicht durch einen Punkt, obwohl die Seiten der Dreiecke sich auf einer 
Geraden schneiden. Folglich gilt in der Bildgeometrie nicht der Desar- 
guessche Satz. Es ist aber leicht zu sehen, daB simtliche ebenen Axiome 
mit Ausnahme des ersten Kongruenzsatzes fiir unsere Bildgeometrie 
erfiillt sind, wenn wir in geeigneter Weise noch die Strecken- und Winkel- 
kongruenz einfiihren. Etwa so: Strecken auf Bildgeraden (gewohnlichen 
Geraden oder Halbgeradenpaaren) sollen im Euklidischen Sinne ge- 
messen werden. Winkel, deren Scheitel nicht auf der x-Achse liegt, 
sollen euklidisch gemessen werden, bei Winkeln, deren Scheitel auf der 
x-Achse liegt, sollen die Schenkel, soweit sie der unteren Halbebene 
angehoéren, durch die euklidischen Verlangerungen der entsprechenden 
der oberen Halbebene angehérenden Halbgeraden ersetzt werden, worauf 
die Winkel wieder euklidisch gemessen werden sollen. Damit haben 
wir den gewiinschten Nachweis der Unabhangigkeit der raumlichen 
Verkniipfungsaxiome gefiihrt. 

b) Unabhingigkeit des Kongruenzpostulates fiir Dreiecke (des ersten 
Kongruenzsatzes) resp. des Postulats von der Beweglichkett der Figuren von 
allen tibrigen Postulaten (im besonderen von den Strecken- und Winkel- 
kongruenz-Postulaten). Wir miissen eine Geometrie konstruieren, in 
der wir auf jeder Geraden eine beliebige Strecke abtragen, an jeder 
Geraden einen beliebigen Winkel antragen kénnen. Aber zweidimen- 
sionale Figuren, z. B. ein Dreieck, sollen nicht beweglich sein. Wir 
kénnen also wohl die Strecke A,B, auf einer beliebigen Geraden 
mit der gegebenen Strecke A,B, kongruent machen, den Winkel 
B,A,C. kongruent mit dem gegebenen Winkel B,A,C,, endlich die 


Pasch-Dehn, Vorlesungen. 2. Aufl. ie 
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Strecke A,C, kongruent mit der Strecke A,C, machen. Aber es soll 
im allgemeinen nicht mdglich sein, das Dreieck A,B,C, kongruent mit 
dem Dreieck A,B,C, zu machen, d. i. mit den obigen Kongruenzen 
gleichzeitig auch beispielsweise die Kongruenz B,C, = B,C, zu erfiillen ; 
das Dreieck A,B,C, soll im allgemeinen nicht beweglich sein. Eine 
Geometrie, die ein Bild dieser Verhialtnisse gibt, ist iiberaus leicht zu 
finden. Wir haben ja schon unter a) eine solche ebene Geometrie kennen 
gelernt, aber sie ist nicht raumlich zu erweitern. Jede Landkarte gibt 
dagegen eine solche Geometrie, die unmittelbar auch dreidimensional 
verallgemeinert werden kann: die Punkte und Geraden auf der Karte 
sollen die Punkte und Geraden unserer Bildgeometrie sein. Wir kénnen 
auch sagen, die Vertikalschnitte der durch die Karte dargestellten 
Landschaft sind die Geraden unserer Geometrie. Die Winkel der Bild- 
geometrie sollen den Winkeln auf der Landkarte gleichgesetzt sein, 
d. i. den Winkel zweier Vertikalschnitte wollen wir messen durch den 
Winkel, den die zugehérigen Vertikalebenen miteinander bilden. Aber 
die Strecken in unserer durch die Landkarte dargestellten Bildgeometrie 
sollen gemessen werden durch die wirkliche Entfernung im Terrain auf 
dem zugehGérigen Vertikalschnitt. Das ist auch analytisch sehr leicht 
darstellbar. Wir wollen es gleich dreidimensional machen. Seif (*,, %2, %3) 
eine iiberall stetige differenzierbare Funktion von 4%, %, und 4g. 
Dann setzen wir als Punkt unserer Geometrie das Wertequadrupel 
Nyy Mats, Xe =f (X15 4%, Xe) fest, als Gerade die Gesamtheitider Punkte; 
fiir die 
%, =a,t + 6; i ee ll, @. 33 
und 
%q =f (%, %, Xs) 


ist, als Entfernung auf einer Geraden den Wert von 


to Ma , 
lee aa Cf ND, BS 
s i i,k y, 


Es ist ohne weiteres klar, da8 in diesen Geometrien alle Strecken- 
und Winkelkongruenz-Postulate erfiillt sind, da8 es aber nicht mdéglich 
ist, ein Dreieck zu bewegen; denn die Entfernung der Punkte B, und 
C, (s. 0.) hangt ganz ab von der Gestalt der Landschaft in dem sie 
verbindenden Vertikalschnitt, d. i. von der Funktion /. Diese einfache 
Betrachtung kann niitzlich sein, wenn man sich den wiblichen Fehl- 
schluB bei einem Beweise des ersten Kongruenzsatzes klar machen will. 

Schwieriger ist es zu zeigen, daB die einzelnen Teile der Beweglichkeits- 
forderung, also etwa Drehbarkeit der Ebene (eines Dreiecks) um einen 
Punkt und Verschiebbarkeit der Ebene langs einer Geraden voneinander 
unabhangig sind. Nach den Hi/bertschen Untersuchungen (s. 0. S. 254) 
folgt ja mit der Hinzunahme der Stetigkeitsvoraussetzung aus der Dreh- 
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barkeit auch die Verschiebbarkeit der Ebene. Man miiBte also eine Nicht- 
archimedische Geometrie konstruieren, um die Unabhangigkeit der Ver- 
schiebbarkeit von der Drehbarkeit zu beweisen. Die Unabhiingigkeit 
der Drehbarkeit von der Verschiebbarkeit ist auch in einer stetigen 
Geometrie vorhanden. Das wird leicht bewiesen durch das Beispiel 
einer ebenen Geometrie, in der die Langenmessung auf einer Kurve nur 
von der Richtung der Kurventangenten abhingt, also etwa durch den 


Ausdruck 
if Vd x4 +dy4 
gegeben ist. 


Ferner ist es leicht, Geometrien mit unvollstandiger Drehbeweglich- 
keit und gleichzeitig unvollstandiger Schiebungsbeweglichkeit zu kon- 
struieren. Die Cayleysche MaBgeometrie im AuBeren eines Kreises liefert 
ein solches Beispiel. 

Da8B das Archimedische Postulat von den iibrigen Postulaten unab- 
hangig ist, beweist jedes der oben Kap. III, § 2 gegebenen Beispiele 
Nichtarchimedischer Geometrien. 

2. Giiltigkeit von Postulaten vermittels Konstruktion. Die einzelnen 
Postulate haben eine ganz verschiedene Bedeutung fiir den Aufbau der 
Geometrie. Durch gewisse Axiome werden Beziehungen zwischen den 
geometrischen Grundelementen postuliert, die man schon auf Grund der 
tibrigen Postulate durch Konstruktion verwirklichen kann. Das ein- 
fachste Beispiel fiir dieses Vorkommen lefert uns die im vorhergehenden 
oft besprochene Einordnung der metrischen Geometrie in die projektive. 
Wenn wir die Axiome der Verkniipfung und Anordnung, sowie das 
Archimedische Postulat als giiltig voraussetzen, dann kénnen wir die 
projektive Geometrie vollstandig entwickeln, Wir kénnen Kollineations- 
gruppen konstruieren, die genau dieselben Eigenschaften haben, wie die 
Bewegungsgruppen fiir irgendeine Euklidische oder Nichteuklidische 
Geometrie. Wir kénnen dann den Postulaten der Kongruenz (oder Be- 
wegung) die Fassung geben: eine solche Gruppe von Kollineationen, wie 
wir sie konstruiert und untersucht haben, ist die Gruppe derjenigen 
Transformationen, die man aus den Beobachtungen als ,,Bewegungen™ 
kennt. Dies Postulat ist demnach kein solches, das die Existenz 
von geometrischen Gebilden fordert, es hat also gewissermafen nur fiir 
die praktische Anwendung Wert, nicht fiir den Mathematiker. Der 
»reine‘‘ Mathematiker hat von diesem Standpunkt keinen Anla8, die 
Bewegungen als etwas anders anzusehen als wie eine Gruppe von Kolli- 
neationen, die eine quadratische Form in sich iiberfiihren, hat nicht 
mehr Anla® hierzu als etwa dazu, die Strecke des Normalmeters vor 
allen anderen Strecken auszuzeichnen. 

3. Widerspruchslosigheit der Axiome. Fiir die logische Betrachtung 
des Axiomsystems ist die eben besprochene Erscheinung von groBer 

tly 
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Bedeutung: Wir glauben rein logisch aus der Verbindung der Postulate 
zu allen unseren geometrischen Satzen gelangen zu kénnen. (Auf die Be- 
rechtigung dieses Glaubens werden wir noch spater etwas eingehen.) Aber 
diese Postulate haben wir aus der Erfahrung entnommen, und zwar 
stellen sie starke Extrapolationen aus der Erfahrung dar. Es ist also 
méglich, daB sie miteinander in Widerspruch sind, d. i. daB wir mit Hilfe 
jener rein logischen Schliisse zu einander widersprechenden Resultaten 
gelangen kénnen. Worauf griindet sich unser Glaube an die Widerspruchs- 
losigkeit der geometrischen Postulate? Ich finde dieses Problem zum ersten 
Male aufgestellt in einem Aufsatz von H. Poincaré). Er meint, wir 
wissen, daB die Postulate widerspruchslos sind, weil sie in einer reinen 
Zahlsystemgeometrie (oder etwa in einer ,,kontinuierlichen Gruppe‘) 
realisiert werden kénnen. Der Glaube an die Widerspruchslosigkeit 
griindet sich hier also auf das Vertrauen zu dem arithmetischen Konti- 
nuum. Das unbedingte Vertrauen in dieses Gebilde ist in der letzten 
Zeit etwas erschiittert worden. Man versucht die Widerspruchslosigkeit 
dieses Kontinuums auf die Widerspruchslosigkeit logisch viel einfacherer 
Systeme zuriickzufiihren. Der Weg dazu wird uns durch die unter 2. be- 
sprochenen Erscheinungen gewiesen: Das Ziel ist, die Geometrie und 
also auch die Arithmetik blo8 durch Konstruktionspostulate, nicht durch 
Existenzpostulate (oder Nichtexistenzpostulate) aufzubauen. Wiederum 
ist es die Gruppentheorie, die uns bei der Lésung dieser Aufgabe zu Hilfe 
kommt, indem sie uns wenigstens Beispiele fiir derartig aufgebaute 
mathematische Disziplinen liefert. Wir wollen das fiir ein spezielles 
Beispiel ausfiihren: 

Es seien a, b, a1, 6-1 vier Symbole (,,Buchstaben“‘). Wir bilden aus 
ihnen geordnete Zusammenstellungen (,,Worte‘‘) wie etwa aba1bb-a1b 
usw. Dann bestimmen wir Regeln, nach denen man die Worte ver- 
wandeln kann, von folgender Art: gewisse Worte, Verwandlungs- 
worte, kann man zwischen zwei Buchstaben einfiihren oder weglassen, 
z. B. aa, bb“, aa, b-1b, aa, bbb. Ein solches Schema, bestehend aus 
einer Anzahl] von Symbolen und einer Anzahl von Verwandlungsworten, 
wollen wir ein Verwandlungsschema nennen. 

In unserem, als Beispiel angefiithrten Schema kann speziell das oben 
angegebene Wort ab a bb-! a 6 der Reihe nach verwandelt werden 
in aba*ab (Weglassung von 66-1), in abaaaab (Hinzufiigung 
von aa), in abb (zweimalige Weglassung von aa-!), abbbb- (Hinzu- 
fiigung von bb~'), ab-! (Weglassung von 00d). 

Wegen der ersten 4 Verwandlungsworte (aa-!, bb, aa, bb“) 
definiert unser Schema eine Gruppe, denn zu jedem Wort A gibt es ein 
(,,reziprokes“*) Wort A von der Art, da8 alle Symbole in dem Wort AA 
mit Hilfe dieser 4 Verwandlungsworte weggeschafft werden kénnen. 


1) The Monist. Vol. 9, S. 38. 1898. 
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Wegen der iibrigen beiden Verwandlungsworte (aa und bbb) definiert 
unser Verwandlungsschema die aus der Geometrie und Algebra wohlbe- 
kannte Modulgruppe. 

Mit einem solchen Verwandlungsschema k6énnen wir viele verschiedene 
Operationen anstellen. Wir kénnen z. B. fragen, ob zwei bestimmte 
Worte ineinander auf Grund der Verwandlungsregeln verwandelbar sind, 
ob man vielleicht eine bestimmte Anzahl Worte finden kann, in die alle 
Worte verwandelbar sind usw. Ein Widerspruch kann bei diesen 
Operationen nicht auftreten. Wir haben ja in unserem Verwandlungs- 
schema nur konstruiert, nichts behauptet. Nur wenn wir behaupten, 
da in dem Verwandlungsschema gewisse Erscheinungen auftreten, 
kénnen Widerspriiche entstehen. Diese sind dann aber nicht durch 
die Grundlage, sondern allein durch die Art, wie wir durch Schliisse 
zu diesen Behauptungen gekommen sind, verursacht. 

Das Ziel moderner Bestrebungen!) ist es, weitere Gebiete der 
Mathematik, die Lehre von den ganzen Zahlen, die Geometrie, auf diese 
Weise zu _ ,,formalisieren‘’. Dieses Ziel ist noch nicht erreicht. Man 
wird zu diesem Zweck den Begriff des Verwandlungsschemas noch ver- - 
allgemeinern, z. B. ,,konditionale‘‘ Verwandlungen einfiihren, also be- 
stimmte Verwandlungen nur zulassen, wenn gewisse Bedingungen fiir 
das zu verwandelnde Wort erfiillt sind, ferner eine neue Art von Verwand- 
lungen, namlich ,,Transformationen™ einfithren: an Stelle jedes a soll 
das Wort A gesetzt werden, an Stelle jedes b das Wort B usw. 

Wenn die Erreichung dieses Zieles fiir die Lehre von den ganzen Zah- 
len zundchst méglich erscheint, so erkennt man doch bald eine groBe 
Schwierigkeit, die scheinbar im SchluBverfahren, also in dem liegt, 
was den Mathematiker nicht angeht, in Wirklichkeit aber ein typisch 
mathematisches Problem ist: das ist das Verfahren der vollstandigen 
Induktion, das iibrigens auch schon bei der Entwicklung der Gruppen- 
theorie gebraucht wird. In der Tat ist die Begriindung fiir die An- 
wendung des Verfahrens eine axiomatische. Denn das Wesen des eigent- 
lich Axiomatischen besteht nach dem, was wir oben auseinandergesetzt 
haben, darin, uns Schwierigkeiten dadurch wegzuraumen, da8 wir den 
Axiomen zufolge gewisse Erscheinungen als existierend annehmen diirfen, 
obwohl wir gar nicht wissen, da8 diese Annahme nicht zu Widersprtichen 
fiihren kann. Unser Ziel ist aber gerade, dies , eigentlich Axiomatische“ 
aus der Mathematik zu entfernen. Der Schlu8 der vollstandigen In- 
duktion lautet: Wenn in einer Aussage eine ganze Zahl n vorkommt, 
wenn zweitens die Aussage fiir 7 = 1 gilt und drittens die Aussage als 
fiir die Zahl n + 1 giiltig bewiesen werden kann, falls sie als fiir n giiltig 
angenommen wird, dann ist die Annahme fiir jedes m richtig. Dies ist 


1) S. hierzu besonders die Vortrage von Hilbert: Abhandl. aus dem math. Sem. 
der Hamb. Univ. Bd. 1, Math. Ann. Bd. 88, Math. Ann. Bd. 95. 
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in der Tat ein Axiom in dem obigen Sinne, es griindet sich auf gewisse 
Vorstellungen von der Reihe der ganzen Zahlen. Obendrein ist es noch 
ein sehr mangelhaft formuliertes Axiom, weil das Wort ,,Aussage“ fiir 
mathematische Operationen viel zu unbestimmt ist. Es scheint, 
daB dieses Axiom fiir einige Teile der Mathematik nicht notig ist. 
So kommt der Schlu8 der vollstandigen Induktion in der Elementar- 
geometrie zunachst nicht vor (er wiirde aber wohl sicher hineinkommen, 
wenn man versuchen wollte, die Elementargeometrie zu formalisieren) und 
erst mit der Inhaltslehre stellt er sich schon in den einfachsten Fallen 
mit Notwendigkeit ein (s. u. S. 270); ebenso erfordert der Beweis jedes 
erundlegenden Satzes der elementaren Zahlentheorie die Benutzung dieses 
Schlu8verfahrens. Es ist schwer zu glauben, da8 man das Verfahren der 
vollstaindigen Induktion in seiner weitesten Bedeutung wird vollstandig 
formalisieren kénnen. Wenn dies aber doch einmal geleistet wird, so 
ist damit das héchste Ziel erreicht, das die Methodik der Mathematik 
sich stellen kann. Es wiirde damit die Méglichkeit gezeigt sein, die ganze 
Mathematik ,,elementar’ zu behandeln. 


Fiinftes Kapitel. 
Inhaltslehre. 
§ 1. Postulate der Inhaltslehre. 


Mit den Axiomsystemen des vorigen Kapitels sind die geometrischen 
Erscheinungen des Zusammentreffens von Geraden und Ebenen so- 
wie der Bewegung vollstandig beschrieben. Aber damit sind doch nicht 
alle geometrischen Erscheinungen erschdépft. 

Wir haben in Kapitel II das Streckenverhaltnis unabhaingig von der 
Messung der einen Strecke durch die andere Strecke erklaren und be- 
handeln kénnen. Bei Hinzunahme des Archimedischen Postulats fiihren 
wir es auf Messung der einen Strecke durch die andere und deren ratio- 
nale Teile zuriick. Aber wir haben auch ganz unabhangig von der 
Streckenkongruenz eine Vorstellung von der Lange etwa eines Kreis- 
bogens und tiberhaupt des Bogens irgendeiner algebraischen Kurve. Durch 
welche Postulate sollen wir diese Lange mit der Lange irgendeiner Strecke 
vergleichen? Avchimedes') hat dafiir das folgende Postulat gewahlt: 
Von zwei konvexen sich nicht schneidenden Kurvenbégen iiber derselben 
Sehne ist der umschlieBende Bogen gréBer als der eingeschlossene 
Bogen, und jeder Bogen ist langer als die Sehne. Mit Hilfe dieses 
Postulates kann man die Kreismessung durch Berechnung umbe:- 
schriebener und einbeschriebener Polygone vollstandig befriedigend er- 
ledigen, indem man zeigt, daB bei gentigend groBer Seitenzahl der Um- 


1) Uber Kugel und Zylinder, 2. Annahme. 


§1. Postulate der Inhaltslehre. 263 


fang des einbeschriebenen und der Umfang des umbeschriebenen regularen 
Polygons sich beliebig wenig voneinander unterscheiden. In dhnlicher 
Weise kann man versuchen, die Oberflachengré8e von krummen Flachen 
axiomatisch zu begriinden. Aber hier tritt die Schwierigkeit auf, daB 
es sehr einfache iiberall nichtkonvexe Oberflachen gibt, z. B. das ein- 
schalige Hyperboloid, wahrend man ja jede ,,verntinftige‘‘ Kurve in 
Stiicke von in bezug auf die Sehne konvexen Kurven zerlegen kann. 
Die moderne Theorie fiihrt den Flacheninhalt krummer Oberflachen- 
stiicke in ganz anderer Weise auf den Flacheninhalt ebener Figuren 
zurtick. 

Wir wollen nun zunachst fiir die Vergleichung der GréBe von Strek- 
ken, von ebenen Flachenstiicken und von Raumstiicken ein System von 
Postulaten aufstellen: 

1. Das Postulat der Inhaltsgleichheit in 4 Formen: 


La) Zwei Sticke R und R’ sind inhaltsgleich, wenn sie kongruent sind 
(Euklid, 8. Grundsatz). 

1b) Zwei Stiicke R und R’ sind inhaltsgleich (zerlegungsgleich), wenn 
stein vespektiv hongruente Stiicke zerlegbar sind (Gleichheit durch Zerlegung). 

Lc) Zwei Stiicke R und R’ sind inhaltsgleich (endlichgleich), wenn 
sie durch Hinzuftigung von zerlegungsgleichen Stiicken zerlegungsgleich 
werden (Gleichheit durch Ergéinzung und Zerlegung) (Euklid 2., 3. und 
8. Grundsatz). 

Id) Zwei Sticke R und R’ sind inhaltsgleich, wenn sie im resp. 
kongruente Teile zerlegt werden kénnen, bis auf Restteile, die zerlegungs- 
gleich sind mit einem Teil eines beliebigen (beliebig kleinen) Stiickes 
(Gleichheit durch Zerlegung und Abschatzung, ,,E xhaustion*’). 

2. Das Postulat von der Inhaltsanordnung in 3 Formen: 

2a) R hat griferen Inhalt als R', wenn R ein dem Stick R’ kongru- 
entes Stiick umschlieBt (Ubertreffen durch Umschliefen). 

2b) R hat gréferen Inhalt als R', wenn R ein dem R’ zerlegungs- 
gleiches Stiick wmschlieBt (Ubertreffen durch UmschlieBen nach Zerlegung). 

2c) R hat gréperen Inhalt als R', wenn R ein dem R' endlichgleiches 
Stick umschlieBt (Ubertreffen durch UmschlieBen nach Erganzung und 
Zerlegung). 

3. Das Postulat von der Eindeutigkeit der Anordnung: 

3. Wenn R grofer ist als R', dann ist nicht gleichzeitig R’ groBer als 
R oder R gleich R' (dies Postulat entspricht dem 9. Grundsatz von Eukhd: 
zal t0 boy tod jwéoovs metldy zor). 

4, Postulat von der Méglichkeit der Anordnung: 

4. Auf Grund der Gleichheits- resp. Anordnungskriterien ist entweder R 
griper als R’ oder R’ ist griéfer als R oder R ist gleich R'. 

Die Postulate 1. und 2. stellen die ,, Einordnung” der Inhaltslehre in 
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die metrische Geometrie dar. Sie kénnen demgemaB als Definitionen 
aufgefaBt werden (s. 0. S. 259). Sie kénnen keine Widerspriiche herbei- 
fiihren. Die Postulate 1. und 2. in der Form 1a) und 2a) sind nur 
brauchbar fiir die eindimensionale Geometrie, sie sind nur der syste- 
matischen Vollstandigkeit halber angefiihrt. 

Die Postulate 3. und 4. stellen ,,Behauptungen“ dar (s. 0. S. 261) 
und kénnen deshalb Widerspriiche veranlassen. Man wird deswegen 
versuchen sie zu beweisen. Im folgenden geben wir eine Zusammen- 
stellung ihrer Beweisbarkeit resp. Nichtbeweisbarkeit bei verschiedener 
Wahl der iibrigen Voraussetzungen. 

1. Fiir nicht geradlinig begrenzte Stiicke der Ebene mu8 man, um Wider- 
spriiche zu vermeiden, das Postulat 1. in der Form 1] d) nehmen und 
das Archimedische Postulat als giiltig voraussetzen. Wir wollen darauf 
nicht naher eingehen, sondern nur die Inhaltspostulate fiir den Be- 
reich der Polygone und Polyeder genauer untersuchen. 

2. Polygone: «) Ohne Archimedisches Postulat folgt aus den Postu- 
laten 16) (Gleichheit durch Zerlegung) wnd 26) das Postulat 3. (der 
Euklidische Grundsatz 9.) aber nicht das Postulat 4. (die Vergleichbarkeit). 
Die erste Behauptung werden wir in § 2 durch Einfiihrung des ,,Inhalts- 
maBes‘‘ ausfiihrlich beweisen. Die zweite Behauptung wollen wir durch 
ein Beispiel als richtig nachweisen, und zwar werden wir sogar noch 
mehr beweisen, indem wir 1c) durch 1d) (Gleichheit durch Abschat- 
zung) ersetzen, das weniger fiir die Gleichheit verlangt als 1b). In 
der Tat kann man in jeder Nichtarchimedischen Geometrie zwei Dreiecke 
angeben, die weder in resp. kongruente Teile zerlegt werden kénnen bis 
auf Reste, die in ein beliebig vorgegebenes Stiick untergebracht werden 
k6nnen, noch so zerlegt werden kénnen, daB die Teile des einen insgesamt 
von dem anderen umschlossen werden kénnen. Wir nehmen z. B. fol- 
gende zwei rechtwinkligen Dreiecke: Sei 6 unmeBbar gréBRer als a, d. i. 
es gibt keine Zahl n, so daB na > b ist, sei ferner b’ unme8bar kleiner 
als a, dann konstruieren wir ein gleichschenklig-rechtwinkliges Dreieck 
mit der Kathete a und ein rechtwinkliges Dreieck mit den Katheten } 
und b’. Diese beiden Dreiecke besitzen die oben angegebenen Eigenschaf- 
ten. Andererseits folgt unter Voraussetzung des Archimedischen Postu- 
lates aus dem Postulat 1b) und 2b) das Postulat 4, wie man durch 
Wiederholung des Euklidischen Verwandlungsverfahrens unschwer nach- 
weisen kann'). Beriicksichtigen wir nun, da8B sich jene zwei Dreiecke, 
wie bereits gesagt, in jeder Nichtarchimedischen Geometrie konstruieren 
lassen, so erkennen wir das Archimedische Postulat als Folge der Vor- 
aussetzung der Giiltigkeit der Postulate 1b), 2b) und 4. Wir kénnen 
etwa sagen: 


1) Schur: Sitzungsb. d. Dorp. Naturf.-Ges. 1893. — Rausenberger: Math. 
Ann. Bd. 42. 
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Aus der Voraussetzung, daB die Inhalte zweier Polygone sich durch 
blobe Zerlegung vergleichen lassen, folgt die MeBbarkeit jeder Strecke durch 
jede andere. ‘ 

B) Ohne Archimedisches Postulat folgt aus den Postulaten 1c) (Gleich- 
heit durch Erganzung und Zerlegung) wnd 2c) das Postulat 3. und 4. 
Die erste Behauptung wird genau so wie die entsprechende in «) bewiesen 
(s. § 2). Die Vergleichbarkeit, das Postulat 4., folgt sofort aus dem 
Euklidischen Satz, da8 man jedes Polygon in ein endlichgleiches Recht- 
eck mit gegebener Seite ,,verwandeln‘‘ kann. Doch stiitzt sich Euklid 
bei dem Beweis auf allgemeine GroBensatze, namlich die Grundsitze 
1 und 6, ,,Zwei GréBen, die einer dritten gleich sind, sind selbst gleich“ 
und ,,Zwei GréBen, die beide die Halfte einer GréBe sind, sind selbst 
gleich’. Diese Grundsatze haben wir nicht unter die Postulate aufge- 
nommen. Sie folgen fiir die Inhaltsgleichheit unmittelbar aus dem 
Postulate 1, indem man die in Betracht kommenden Erganzungen und 
Zerlegungen tibereinander lagert. 

3. Polyeder: «) Ohne Archimedisches Postulat folgt aus dem Postulat 
1b) oder 1c) und 2b) das Postulat 3 aber nicht das Postulat 4. (die 
Vergleichbarkeit). Der Beweis fiir die erste Behauptung ist wieder durch 
Einfiihrung des InhaltsmaBes zu fiihren (s. §2). Der Beweis fiir die 
zweite Behauptung durch ein einfaches Beispielt). DaB im Gegensatz 
za der Ebene hier auch 1 c) nicht zur Vergleichung geniigt, liegt daran, 
daB die einfachen Verwandlungssétze nicht auf den Raum iiber- 
tragbar sind. 

B) Auch mit dem Archimedischen Postulat folgt aus 1 b) oder 1c) und 
2b) oder 2c) micht das Postulat 4. (der Vergleichbarkeit). Diese Be- 
hauptung wird dadurch bewiesen, daB man Beispiele fiir (auf Grund 
von 1d) im gewdéhnlichen Sinne inhaltsgleiche Polyeder angibt, die 
nicht endlichgleich sind*). Damit zwei Tetraeder endlichgleich sind, 
miissen besondere arithmetische Beziehungen zwischen den Kanten der 
beiden Tetraeder bestehen. 

y) Mit dem Archimedischen Postulat folgt aus 1d) und 2c) das 
Postulat 4, und zwar nicht nur fiir Polyeder, sondern ganz allgemein 
fiir algebraisch begrenzte Raumstiicke. 

Es ist dagegen fraglich, ob die Postulierung der Erfiillung von 3. und 
4. fiir jede Jordansche Kurve oder Flache (fiir das stetige Abbild einer 
Kugel) nicht zu Widerspriichen fiihrt. Von groBer Wichtigkeit ist der 
Satz, daB fiir jedes von algebraischen Kurvenstiicken (s. 0. 5. 216) be- 
grenzte Ebenensttick ein Quadrat mit rationaler Seite angegeben werden 
kann, das, vergréBert um ein gegebenes Quadrat nach dem Postulat 
2b) gréBer ist als das gegebene Ebenenstiick, verkleinert um dieses 
Quadrat aber kleiner als das gegebene Ebenenstiick ist, d.1., der In- 


1) Su%B: Dtsch. Math.-Vg. 1922. 
2) Dehn: Uber den Rauminhalt. Math. Ann. Bd. 55. 1902. 
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halt des Flachenstiickes kann durch rationale Operationen zwischen 
zwei beliebig wenig voneinander verschiedene Quadratinhalte ,,einge- 
schlossen“ werden. 

Auf Grund unserer Inhaltslehre kénnen wir jetzt auch leicht die Be- 
griffe Kurvenlange und Oberflacheninhalt behandeln. Wir wollen das 
fiir den letzteren kurz angeben: Sei O ein Oberflachenstiick und O’ ein 
ebenes Flachenstiick, das durch orthogonale Projektion von O auf eine 
Ebene entsteht. Wir wollen dann sagen, die Oberflache O kann das 
Stiick O’ bedecken. 

Wir sprechen jetzt das Postulat aus: zwei Oberflachenstiicke O 
und Q sind inhaltsgleich, wenn zu irgendeiner Zerlegung von O in Teile O; 
eine Zerlegung von Q in Teile Q; gefunden werden kann, so daB die 
Stiicke O; nur beliebig wenig mehr von einer Ebene bedecken kénnen 
als die Teile 2; und umgekehrt. 

Wir wollen hier nur ohne Beweis angeben, daB dieses Postulat zu- 
sammen mit Postulaten, die den obigen Postulaten 2., 3. und 4. 
entsprechen, wenigstens fiir algebraische Flachen ein ebenso wider- 
spruchsloses System bildet, wie etwa das System der Inhaltsaxiome. 

Wir wollen jetzt noch kurz die sich anschlieBenden Erweiterungen 
der Geometrie betrachten. Die Messung der Bogenlange algebraischer 
Kurven fiihrt wieder auf Inhaltsbestimmungen algebraisch begrenzter 
Ebenenstiicke. Mit dem Begriff der Bogenlange kann man auch die 
kinematischen Erscheinungen erklaren. Die Tangentenkonstruktion fiihrt 
zunachst nicht tiber algebraische Konstruktionen heraus (s. 0. S. 216). 
Das ,,umgekehrte Tangentenproblem“, die Bestimmung von Kurven mit 
algebraisch bestimmten Tangenteneigenschaften, fiihrt nur im einfachsten 
Fall wieder zu einer Inhaltsmessung. Im allgemeinen Fall haben wir zu 
diesem Zwecke die durch Differentialgleichungen bestimmten Richtungs- 
felder zu untersuchen. Das wichtigste Ergebnis ist, da8 man unter ge- 
wissen sehr allgemeinen Bedingungen in geniigend beschrankten Bereichen 
Polygonziige finden kann, die beliebig genau die betreffende Tangenten- 
eigenschaft besitzen, und daB man alle Polygonziige oder Kurven, die 
,noch genauer die Tangentenbedingung befriedigen, zwischen zwei 
solchen Polygonziigen einschlieBen kann. 

So kénnen wir zu immer neuen analytischen Problemen kommen. 
Aber niemals darf man die geometrische Bedeutung ganz aus dem Auge 
verlieren. Denn nur das feste Vertrauen auf die Realisierbarkeit der 
geometrischen Postulate resp. der Postulate der elementaren Arithmetik 
kann uns das Vertrauen geben, daB unsere mathematische Arbeit nicht 
zwecklos ist, weil ihre Ergebnisse zu Widerspriichen fiihren. Solange 
die Widerspruchslosigkeit der vollstandigen Arithmetik noch nicht nach- 
gewiesen ist (s. 0. S. 262), diirfen wir die Verbindung mit dem geome- 
trischen Boden nicht verlieren, auf dem ja auch die Begriinder der mo- 
dernen Analysis (besonders Newton) ihr Gebaude aufgerichtet haben. 
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Dieser Teil der Inhaltslehre 1aBt sich zwar nicht ohne vollstandige 
Induktion, also eigentlich nicht elementar, aber doch ohne Stetigkeits- 
voraussetzungen behandeln. Eine wichtige Rolle spielt in der Inhalts- 
lehre naturgemaB das Studium der Zerlegung eines Raumstiickes, also 
hier eines Stiickes der Ebene. Die allgemeinen, fiir unseren Zweck durch- 
aus notwendigen Satze iiber Zerlegung gehéren in einen Teil der Geo- 
metrie, den wir bisher gar nicht behandelt haben, in das Gebiet der 
Topologie. In dieser beschaftigt man sich mit den allgemeinsten Erschei- 
nungen, die solche Zerlegungen betreffen, und zwar nicht nur Zerle- 
gungen in geradlinig begrenzte Stiicke. Alle Eigenschaften, die die gerade 
Strecke vor anderen Kurvenbégen auszeichnen, spielen hier gar keine 
Rolle. Um die Topologie in unser geome- 
trisches System hineinzupassen, miiBten 


wir mit den topologischen Postulaten be- Kk Q 

ginnen, d.i. Eigenschaften der Kurven- 

bégen, Flachenstiicke usw. postulieren. << 
Ob wir dann die projektive Geometrie gy 


(und damit auch die metrische Geo- 

metrie) in die rein topologische Geometrie 

,elnordnen™ kénnen, hangt  natiirlich Fig. 49. 

von der Wahl der topologischen Postulate 

ab. Ein solcher Plan fiir den Aufbau der Geometrie zeigt die starkste 
Abweichung gegen das Euklidische System. 

Wir miissen uns hier, ohne auf das Systematische weiter einzugehen}), 
auf die Zerlegung in geradlinig begrenzte Stiicke beschranken. Hier- 
bei gelten nun folgende wichtige Satze: Zerlegt man ein Polygon der 
Euklidischen Ebene irgendwie in Teilpolygone, dann kann man (auf zwei 
Weisen) jedem Polygon einen ,,Umlaufssinn“ so zuordnen, daB die 
Zerlegungsstrecken von den beiden an sie grenzenden Polygonen her 
entgegengesetzten Umlaufsinn erhalten (s. Fig. 49). Haben wir dabei fiir 
die beiden Teilpolygone //, und //, einen bestimmten Umlaufssinn er- 
halten, so bekommt J/7, bei jeder Zerlegung, in der J/, und //, auftreten, 
denselben Umlaufssinn, falls JZ, denselben Umlaufssinn bekommen hat. 
So kénnen wir bei zwei Polygonen, die sich nicht schneiden, den Umlaufs- 
sinn von dem einen Polygon auf das andere iibertragen. Durch Ver- 
gleichung zweier Polygone mit einem dritten, beide nicht schneidenden 
Polygon kénnen wir den Umlaufssinn von jedem Polygon auf jedes 
andere iibertragen. Der Beweis dieser Satze kann natiirlich nicht ohne 
vollstandige Induktion geschehen. Wir wollen von jetzt an unter J em 
mit Umlaufssinn versehenes Polygon verstehen, unter — JIT dasselbe 
Polygon mit umgekehrtem Umlaufssinn. Wir sagen ferner, // ist die 


1) Vgl. Pascals Repertorium, 2. Aufl, Kap. IV. 
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Summe der Polygone /7;, wenn in den J/, jede nicht auf JT liegende 
Strecke gerade so oft in dem einen Sinn wie in dem anderen Sinn durch- 
laufen wird und die auf J/ liegenden Strecken einmal mehr in demselben 
Sinne wie bei JJ als in dem umgekehrten Sinne durchlaufen werden. 

Nach diesen topologischen Vorbereitungen gehen wir zur Inhaltslehre 
selbst iiber. Unser Hauptsatz ist: Auf Grund der Postulate 1c) und 2c) 
kénnen die Postulate 3 und 4 der Inhaltslehre ohne Benutzung von 
Stetigkeitsvoraussetzungen als giiltig nachgewiesen werden’). 

Aus 1b) folgt zunachst nach den bekannten Euklidischen Satzen 
(Buch 1 und 2), daB jedes Polygon inhaltsgleich ist mit einem Dreieck, 
von dem eine Seite und ein anliegender Winkel gegeben ist. Um aber 
die Postulate 3 und 4 abzuleiten, brauchen wir den Nachweis, daB dem 
Inhalt eines Polygons GréBencharakter zukommt. Zu diesem Zwecke 
fiihren wir das Inhaltsmaf?) ein. Das gelingt vielleicht am einfachsten in 
folgender Weise: Wir fiihren gewdhnliche rechtwinklige Koordinaten x 
und y ein, und wollen die Determinante 
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das InhaltsmaB des Dreiecks mit den Ecken (%1, 1), (%, V9), (%3, Vg) und 
dem durch diese Reihenfolge bestimmten Umlaufsinn nennen. Bezeichnen 
wir das Dreieck mit A und das InhaltsmaB des Dreiecks mit J (4), dann 
ist J (— A) = — J (A), wie sich unmittelbar aus Betrachtung der Deter- 
minante ergibt. Es ist J(4) dann und nur dann Null, wenn die 3 Punkte 
auf einer Geraden liegen. 

a) Das InhaltsmaB bleibt bei Bewegung unveradndert. Denn bei 
Parallelverschiebung ist dies der Fall, weil 


Cate aires th. ilk eases Al 
Ky Oe Vo Ol lx eye 
nchid eevee ee | 
ist, und fiir Drehung um den Nullpunkt ergibt sich dasselbe, weil hierbei 
die Determinanten 
gE 
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unverdndert bleiben. 
b) Es sei ; 
A=A,+A,+ As, 


1) Zuerst bei Hilbert: Grundl. Kap. IV. 
*) Schon bei Schur (s. Anm. 1 S. 264), aber da Schur sich auf das Postulat 1b) 


(Zerlegungs gleichheit) und 2b) stiitzt, mu8 er das Archimedische Postulat be- 
nutzen. 
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wo die A; alle die Ecke (x, y) haben (zentrale Zerlegung). Dann ist 
het TAY See) (Ai) (42) J (Ads, 
Mee ge emt | a eek %, y, 1 
Ge een er Lat ae ye LE ay) ys ist, 
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c) Spezieller Fall: Sei A ,,transversal‘ (durch Transversalen von einer 
mckejezeriegt in A,, As, ..., A,, dann ist 


J(4)= S7(4). 


d) Allgemein: Ist A = 2'A,, dann ist 
1 


T() = 57 (A). 


Beweis: Betrachten wir die Seiten der 4;, dann werden sie, soweit 
sie nicht auf den Seiten von A liegen, sich zu Strecken zusammensetzen, 
die bei den A; eben so oft in dem einen Sinne wie in dem anderen Sinne 
durchlaufen werden. Zerlegen wir nun vom Punkte O aus die Dreiecke /; 
nach b) in drei Dreiecke A;,, 4;., 4,3, dann fallen in der Summe 2'J(A,) 
= 2 (J (43) + J (4ie) + J (4i3)) diejenigen J(4;,), die sich auf Drei- 
ecksseiten beziehen, die nicht auf den Seiten von 4 liegen, nach c) 
gegeneinander weg. Dagegen ist die Summe der Inhaltsmafe derjenigen 
Dreiecke A,;,, deren Grundlinie auf einer Seite von A liegt, gleich dem 
InhaltsmaB von A, womit wir unsere Behauptung erwiesen haben. 

Daraus folgen unmittelbar die Postulate 3. und 4. Denn wenn A, 
und A, inhaltsgleich sind, dann miissen nach 1b) und dem eben Be- 
wiesenen auch J(4,) und /(A4,) gleich sein. Wenn A, endlichgleich 
ist mit einem Teil von A,, dann ist nach dem Obigen notwendigerweise 
aa.) Denn es iste) (15) ==") (47) (P), wo P= > A,ider 
von den Teilen von A, nicht ausgefiillte Rest von A, und J (P) = S'J (4 ,) 
ist, und es ist J(P) +0. Also: Das Ganze kann nicht einem Teile gleich 
sein; das ist das Postulat 3. Nach den oben angefiihrten Euklidischen 
Satzen kann jedes Polygon in ein Dreieck verwandelt werden, das ein 
gegebenes Dreieck entweder einschlie8t oder umschlieBt oder mit ihm 
zusammenfallt. Daraus folgt nach obigem und 2b: Jedes Polygon 
hat entweder gréBeren oder kleineren oder gleichen Inhalt wie ein 
anderes Polygon, d. i. das Postulat 4. 

Wir kénnen im Raum in derselben Weise das Inhaltsma} einfiihren 
wie in der Ebene. Es treten dabei gar keine neuen Schwierigkeiten auf. 
Wir brauchen nur die topologischen Betrachtungen auf den Raum zu 
erweitern, die vierreihige Determinante fiir das Inhaltsmaf des Tetra- 
eders einzufiihren und endlich die benétigten einfachen Eigenschaften 
dieser Determinante nachzuweisen. Wir kénnen also hier auf Grund 
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von lc) die Giiltigkeit des Euklidischen Grundsatzes, des Postulates 3. 
nachweisen, aber wir kénnen ohne Benutzung des Archimedischen Postu- 
lats nicht nachweisen, daB jedes Polyeder in ein Polyeder verwandelt 
werden kann, das ein gegebenes Tetraeder einschlieBt oder von ihm ein- 
geschlossen wird oder mit ihm zusammenfallt. Das Euklidische Verwand- 
lungsverfahren existiert fiir den Raum nicht (s. 0. S. 265). Wir sind also 
gezwungen, um die raumliche Inhaltslehre auch nur fiir ebenflachig be- 
grenzte Raumstiicke (Polyeder) zu entwickeln, oder genauer, um das 
Postulat von der Méglichkeit der Vergleichung einfiihren zu k6nnen, 
das Archimedische Postulat als giiltig anzunehmen. Das ist schon in 
der Ebene natiirlich fiir die Lehre vom Kreisinhalt nétig. Wir sehen also, 
da8 nur ein bescheidener Teil der Inhaltslehre allenfalls noch zur 
Elementargeometrie gerechnet werden kann. Ihrem Wesen nach ist 
die Inhaltslehre nicht elementar (s. auch o. S. 262). 


§ 8. Die Rechnung mit Inhaltsgr6Ben im Vergleich zu der 
Rechnung mit Streckenverhaltnissen. 


In den Elementen von Eukiid finden wir drei verschiedene Rechnungs- 
arten behandelt. Im Buch II wird das Rechnen mit Inhaltsgr6Ben (zu- 
nachst nur mit Rechtecksgr6Ben) dargestellt. Im Buch V wird das Rech- 
nen mit GrdBenverhaltnissen entwickelt, das nachher auf Strecken- 
verhaltnisse und Inhaltsverhaltnisse angewandt wird. Im Buch VII endlich 
wird das Rechnen mit rationalen Zahlen begriindet. Das Buch VII ist 
dadurch charakterisiert, daB in ihm der sogenannte Euklidische Algo- 
vithmus (sukzessive Teilung und Restbestimmung) die wichtigste Rolle 
spielt. Das Buch V benutzt an entscheidender Stelle die Giiltigkeit des 
Archimedischen Postulats fiir GréBen (s. 0. S. 217). Im Buch II wird die 
Inhaltslehre benutzt, um einen Kalkiil zu entwickeln, und zwar so: Das 
Produkt zweier Strecken a und 6 wird gleich dem Rechteck mit den 
Seiten a und b gesetzt. Zwei Produkte a,b, und a,b, sind gleich, wenn 
die entsprechenden Rechtecke gleich sind. Zwei Produkte werden 
addiert, indem nach den Regeln der Flachenanlegung die Gesamtheit 
der beiden Rechtecke a,b, und a,b, in ein flachengleiches Rechteck ab 
verwandelt wird. Es folgt unmittelbar das distributive Gesetz und hier- 
aus einfache Formeln, wie z. B. (a+ 0) (a+ 6) =aa4+2ab-4 bb, 
die Euklid benutzt, um ein Problem zu lésen, das im modernen Sinne als. 
die Frage nach der Lésung einer quadratischen Gleichung bezeichnet 
werden muB. Dieses Problem wird im Buch VI auf Grund der Rechnung 
mit Streckenverhaltnissen noch einmal gelést, wie iiberhaupt fast alles, 
was sich auf die Inhaltslehre stiitzt, noch einmal mit Hilfe der Propor- 
tionenlehre abgeleitet wird. 

Diesen Euklidischen Inhaltskalkiil kann man natiirlich zu einer 
Streckenrechnung ausbilden, indem man das Rechteck ab verwandelt 
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in ein inhaltsgleiches Rechteck mit einer festen Seite (der Einheits- 
strecke) e, die wir mit 1 bezeichnen. Ist dann ab = ec =ce, dann 
schreiben wir ab = c-1 =1-c=c und koénnen darnach Produkte aus drei 
und mehr Faktoren bilden. Welche von den Rechnungsregeln sind dann 
fiir diesen Kalki erfiillt? Gerade die, welche uns bei der Entwicklung 
der Rechnung mit Dehnungsgréfen (Streckenverhaltnissen) Schwierig- 
keit gemacht haben, gelten hier ohne weiteres, vor allem das kommu- 
tative Gesetz der Multiplikation, Aber auch das kommutative Gesetz 
der Addition und die distributiven Gesetze sind hier trivial. Was jedoch 
damals so einfach war, daB es kaum einer Erwahnung wert schien, 
ist hier schwierig: 1. Das assoziative Gesetz der Multiplikation a (bc) 
= (ab)c, das frither einfach daraus folgte, daB die DehnungsgréBen 
durch Transformationen der Ebene erklart waren, fiir die das assoziative 
Gesetz selbstverstandlich ist, folgt hier erst auf Grund eines, allerdings 
mit Hilfe des Desarguesschen Satzes unschwer zu beweisenden Schnitt- 
punktsatzes. 2. Das Gesetz: Es gibt zu jeder Gré8e a nur eine zu ihr 
reziproke GréBe a, so daB a1 a = a a! = 1 ist, war in der Strecken- 
verhaltnisrechnung selbstverstandlich, weil die Streckenverhaltnisse 
durch eineindeutige Transformationen erklart waren. Dieses Gesetz 
folgt hier nur auf Grund des Grundsatzes 9 von Euklid: Das Ganze ist 
gr6Ber als sein Teil. In der Tat, wir miissen, um dieses Gesetz nachzuwei- 
sen, zeigen kénnen, daB aus ab = ac, wenn a ungleich 0 ist, b = ¢ folgt, 
das ist aber gleichbedeutend mit dem Satz: Wenn zwei inhaltsgleiche 
Rechtecke in einer Seite tibereinstimmen, dann stimmen sie auch in der 
anderen Seite iiberein. Und dieser Satz ist eine unmittelbare Folge des 
Euklidischen Grundsatzes 9. Wir kénnen also in Analogie zu dem, was 
wir oben iiber die anderen Rechnungsarten sagten, den Satz, das Ganze 
ist gréBer als sein Teil, als charakterisierend fiir den auf Ewklid Buch II 
aufgebauten Inhaltskalkiil bezeichnen. 

Dieser Grundsatz ist bisher entweder mit dem Archimedischen 
Postulat bewiesen worden, oder er ist, mit Hilfe des Begriffes vom Inhalts- 
maBe, als Folge der Rechnung mit Streckenverhaltnissen erkannt wor- 
den. Um also eine neue, independente Begriindung einer Rechnungsart 
auf Grund der Inhaltslehre zu erhalten, mii8te man versuchen, diesen 
Grundsatz direkt nachzuweisen. Das kann nur dadurch geschehen, dal 
man die Figurenzerlegung viel genauer studiert, als es bisher geschehen ist. 

Der Flaichenkalkiil benutzt wesentlich die Eigenschaften der Eukli- 
dischen Geometrie, indem er mit Rechtecken operiert. Vielleicht ist 
es moglich, auch einen Nichteuklidischen Flachenkalkiil zu entwickeln, 
bei dem man den Vorteil hatte, daB der Euklidische Grundsatz 9 fiir 
die Nichteuklidische Geometrie sehr einfach aus den Satzen iiber die 
Winkelsumme folgt. Diese Satze konnen direkt ohne Entwicklung der 
Rechnung mit Streckenverhaltnissen und ohne Benutzung der Archi- 
medischen Postulate abgeleitet werden (S. 0. S. 192). 
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I. Vorlesungen iiber neuere Geometrie. 


Abbildungen (Figuren), Rolle der A. bei 
Beweisen 42—45, 50, 56f., 91. 
Absoluter Punkt 133; a. Gerade 141; 
a. Ebene 146; a. Involution 133, 138, 
143; a. Pol 134; a. Polare 138, 145f.; 
a. Polarsystem 142, 145—147. 
Aquivalenz 110—112, 120, 149f. 
Aneinanderliegen (Inzidenz) 67. 
Angenaherte Darstellung durch Koordi- 
naten 172f., 182—184. 
Anharmonisches Verhaltnis 
verhaltnis) 156. 
Archimedisches Axiom 97. 
Aufeinanderliegen (vereinigte Lage) 118, 
132. 
Ausgeschlossenes Element, s. Zwischen. 
Axiome, s. Kernsatze, Stammsatze. 


(Doppel- 


Bewegung 93—101, s. auch Drehung, 
Verschiebung. 

Beweisverfahren in der Mathematik 2, 
4f., 15f., 19, 43—45, 90—92. 


Deduktion, s. Beweisverfahren. 

Definieren 15; erste Definitionen 3—7, 
14; explizite und implizite D. 7. 

Deskriptiv 69. 

Diagonalen am vollstandigen Vierseit 
80. 

Dimension 92. 

Direkte Kongruenz 133, 137, 144; als 
Aquivalenz 149f. 

Doppelelement 119, 181. 

Doppelverhaltnis 156f. 

Drehung 140, 145. 

Dreieck, Winkelsumme 148, 184. 

Dual, Dualitat, s. Reziprok, Reziprozi- 
tatsgesetze. 

Durchschnitt, perspektiver 71, 125. 


Ebene: Begrenzte ebene Flache (Platte) 
19, 26, 100; Ubergang zur (un- 
begrenzten) Ebene 21; erweiterter Be- 


eriff 54; mathematische Ebene 174; 
absolute Ebene 146. 

Ebenenbiindel, Ebenenbiischel 31; er- 
weiterter Begriff 40, 47, 55. 

Einheitselement im Koordinatensystem 
160, 163, 164, 166, 168. 

Einheitspaar im Netz 150. 

Elemente (Punkt, Gerade, Ebene) 67; 
E. im Netz 149, 158. 

Elliptische Geometrie 148, 184. 

Entsprechend gemein (sich selbst homo- 
log) 70, 117; s. auch Doppelelement. 

Euklidische (parabolische) Geometrie 
134, 140, 146—150, 156, 184. 

Explizite Definition 7. 


Fester K6rper, s. Starrer Korper. 

Figur 23, 92; Planfigur, zentrische 
Figur 64; s. auch Abbildungen. 

Fundamentalelemente im Koordinaten- 
system 160, 163, 164, 166, 168. 

Fundamentalsatz der projektiven Geo- 
metrie 115. 


Gebilde (Grundgebilde) erster Stufe 
(einformige) 117; zweiter Stufe 123. 

Geometrie der Lage (projektive, gra- 
phische) 69, 86, 88, 116, 127; Eukli- 
dische (parabolische) Geometrie 134, 
140, 146—150, 156, 184; Nicht- 
euklidische 134, 141, 146—148; hyper- 
bolische 148, 184; elliptische 148, 
184; mathematische und physika- 
lische G, 174. 

Gerade Strecke (Stab) 4, 14; Ubergang 
zur (unbegrenzten) geraden Linie (Ge- 
raden) 7; uneigentliche Gerade 48; 
mathematische G. 175; absolute G. 
141. 

Gestreckter Winkel 148. 

Getrennt, s. Trennung. 

Graphische (auf Lage beziigliche, pro- 
jektive) Begriffe und Satze 69, 80, 
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86—91, 114, 125—127, 177; s. auch 
Projektive Gebilde. 

Grenzelement, s. Zwischen; Grenzele- 
ment eines Netzes 108; einér Aqui- 
valenz 110, 120. 

Gr6Bere und _ kleinere 

Grundbegriffe 4. 

Grundgebilde, s. Gebilde. 

Grundsiatze 4. 


Strecke 107. 


Harmonikale 84f. 

Harmonische Gebilde 79—81; Index 
dafiir 151; Doppelverhaltnis 157, 177. 

Homogene Koordinaten, h. Verander- 
liche, h. Komponenten 160—168. 

Homologe (entsprechende, zugeordnete) 
Elemente und Figuren 67, 72, 102 
bis 104. 

Hyperbolische Geometrie 148, 184. 


Implizite Definitionen 7, 21, 40, 48, 54. 

Index im Netz 96, 154, 177. 

Inverse Kongruenz 132, 137, 144. 

Involution, involutorisch 118; absolute 
Psa, 1385 143: 

Inzidenz 67. 

Irrationale Zahlen in der Geometrie 174, 
181. 


Kern 18, 179. 

Kernbegriffe, Kernsatze 4, 19, 94. 

Kleinere und gréBere Strecke 107. 

Kollinear, Kollineation 123; Kongruenz 
als Kollineation 127. 

Kollinear-perspektiv 124. 

Komponenten 161—168. 

Kongruenz 18, 94, 183; Kongruenz als 
Kollineation 127; direkte und inverse 
Kongruenz 133, 137, 144; direkte 
Kongruenz als Aquivalenz 150. 

Konjugierte Elemente 79, 118. 

Koordinaten, Koordinatensysteme 160 ff. 


Linie, begrenzte 11; geschlossene 12, 17. 
Links und rechts 101. 


Mathematische Geometrie, m. Punkt, 
m. Gerade, m. Ebene 174f. 

Messen 96, 148. 

Mitte 105. 


Nebenseiten am vollstandigen Vierseit 
80. 
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Netz 108—110; Element im N., 149, 
158; Index im N. 96, 154, 177; Ein- 
heitspaar des N. 150; Koordinaten 
im N. (auf der ersten, zweiten, dritten 
Stufe) 160 ff. 

Nichteuklidische Geometrie 134, 141, 
146—148. 

Nullelement eines Netzes 108; eines 
Koordinatensystems 160. 

Nullsystem 128. 


Parabolische Geometrie, s. Euklidische 
G. 

Parallelen: Vorwort zur ersten Auflage; 
s.auch S, 184. 

Pascalscher Satz 76. 

Perspektiv, Perspektivitat 67ff.; per- 
spektiver Durchschnitt 71, 125; per- 
spektive Dreiecke 73; s. auch Kol- 
linear-perspektiv. 

Platte (ebene Flache) 19, 26, 42, 94. 

Pol und Polare fiir Tripel und Quadru- 
pel 84f.; Pol, Polare, Polarreziprozi- 
tat, Polarsystem 130—132; s. auch 
Absolut. 

Postulate, s. Kernsatze. 

Projektive Begriffe und Satze, s, 
Graphische B. und S. 

Projektive Gebilde, Projektivitat 116, 
125, 131; s. auch Kollineation, Rezi- 
prozitat. 

Projizieren 71. 

Punkt 3; uneigentlicher P. 40; mathe- 
matischer 115, 174; absoluter 133. 

Punktreihe 68. 


Raum 92. 

Rechts und links 101. 

Reziprok, Reziprozitat (dual, Dualitat), 
Reziprozitatsgesetze 86—91, 116, 129 
bis. 82) 77. 


Schenkel 27, 31. 

Schnitt einer zentrischen Figur 67. 

Seite von einem Punkt in einer Ge- 
raden 9; von einer Geraden in einer 
Ebene 27, 30. 

Senkrecht 135, 142. 

Stab (gerade Strecke) 19, 26, 42. . 

Stamm 179. 

Stamm, Stammbegriffe, Stammsatze 
der projektiven Geometrie 90f., 116 
122f., 179. 

18 
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Starrer Kérper 92—95. 

Stetige Zahlenreihe 171—184. 

Strahl 28. 

Strahlenbiindel, Strahlenbiischel 27; 
Mittelpunkt (Scheitel) 28; erweiterter 
Begriff 34, 48. 

Strecke, gerade 4, 179. 

Streckenverhaltnis 150. 

Stufe, s. Gebilde, Zahlen. 


Teilungsverhaltnis in der Geraden 156. 

Trager (einer Figur) 71. 

Trennung von Paaren in der Punkt- 
reihe 12, 14; im Strahlenbiischel 29; 
im Ebenenbiischel 32; bei uneigent- 
lichen Elementen 51, 58; als gra- 
phischer Begriff 63; Verhalten gegen 
Reziprozitat 86, 88f., gegen Kongru- 
enz 102f.; entsprechendes Doppel- 
verhaltnis 158, 177; harmonische 
Trennung 79. 


Unendlichkeitselement im Koordinaten- 
system 160. 
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Ungenauigkeit der geometrischen Be- 
griffe 172—184. 


Veranderliche, homogene 160—168. 
Vereinigte Lage (Aufeinanderliegen) 
118, 132. 


Verhaltnis von Strecken 148; Teilungs- 
verhaltnis, Doppelverhaltnis 156f. 
Verkniipfte Punkte der Geraden 133. 

Verschiebung 140, 144. 
Viereck, Vierseit, vollstandiges 74, 80. 


Widerspruchsfreiheit 19, 179. 

Winkel 97, 101; gestreckter W. 148; 
Winkelsumme im Dreieck 148, 184. 

Winkelmesser 98. 


Zahlen erster, zweiter, dritter Stufe 164, 
168. 

Zirkel 93. 

Zwischen 4, 9, 28, 31; erweiterter Be- 
griff fiir ein ausgeschlossenes Ele- 
ment (Grenzelement) 11—14, 29, 32, 
51, 58, 61, 62, 64, 88, 179. 


II. Die Grundlegung der Geometrie in historischer Entwicklung. 


Axiom (Postulat, Kernsatz) 

der Parallelen (Euklidisches) 187, | 
189f., Unbeweisbarkeit 199 ff,, 
256. 


der Stetigkeit (Archimedisches) 217, 
218, 240, 252, Unbeweisbarkeit 
242 f. 

der vollstandigen Induktion 261 f. 

der Beweglichkeit (IKongruenz) 251 f.; 

Unbeweisbarkeit 257ff. 

Dreidimensionalitat 256, Un- 

beweisbarkeit 256f. 

Axiomsysteme 

1. vollstandige 


der 


elementargeometrische 188, 250ff. | 


differentialgeometrische 197, 253f. 
2. fiir die projektive Geometrie 246. 
3. fiir die Inhaltslehre 262f. 
Satze 
Desarguesscher Satz 218, 227f., Be- 


weis 229. 

Pascalscher Satz 226ff. Beweise 
229 —234. 

Fundamentalsatz d. projektiven Geo- 
metrie 227. 


| 
| 


Satze 
Dualitatstheorem 238. 
Satze tiber Kreis- und Abstands- 
linie 191 f. 
Satze tiber die Winkelsumme im 
Dreieck (Homogenitatssatze) 192 
Satz vom gleichschenkligen Drei- 
eck (Existenz d. Spiegelung) 237. 
Satzsysteme 
Aufbau der vollstandigen Geometrie 
ohne Parallelenaxiom 193 ff. 
Projektive Geometrie Kap. II. 
Proportionenlehre 217, 234. 
Streckenrechnung (Rechnung mit 
DehnungsgroBen) 218 ff. 
Inhaltslehre Kap. V. 


Von der Euklidischen Geometrie ver- 
schiedene Satzsysteme. 

1. Nichteuklidische Geometrie 
Geometrie auf den Flachen kon- 
stanter Kriimmung 199f. 
Cayleysche MaBgeometrie 201 ff. 
Nichteuklidische Raumformen 

PAD Pfritie., OLNG ai 


Sachverzeichnis. 


2. Nichtarchimedische 
einfachste 241 f. 
Nichtpascalsche 

242 ff. 

3. Nichtdesarguessche Geometrie 
(ebene, 
weiternde Geometrie) 256f. 

4. Systeme ohne oder mit beschrank- 
ter Beweglichkeit 257f. 

Gruppen 

Definition 194. 

Axiome, in denen der Gruppenbegriff 
von Bedeutung ist 252, 253f. 


Geometrie, 


(nichtprojektive) 


Grundlage der Gruppentheorie 260. | 


Zahlen: 
Stufenweises Auftreten in der Geo- 
metrie 215f. 


nicht raumlich zu er- | 


275 


Zahlen: 
Einfithrung der DehnungsgréBe 222. 


Zahlsysteme: 
Projektive 242. 
Metrische 242. 
Nichtarchimedische 242 ff. 


Analytische Darstellung 
der Euklidischen Geometrie 194. 


der Nichteuklidischen Geometrie 
195 ¢. 
der projektiven Geometrie 224, 
226. 
Logik 


Bedeutung fiir den Aufbau der Geo- 
metrie 185, 188, 260f. 
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